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Antecedentes
Es conocida la afirmacio´n de que el ser humano es un ser social. Con ello se quiere significar
que no se relaciona con el resto de la naturaleza de manera individual sino que lo hace junto
a otros seres humanos, formando comunidades. Estas comunidades, a medida que han ido
evolucionando sus estructuras sociales y econo´micas, han ido adquiriendo sucesivamente un
mayor grado de complejidad. As´ı, desde las ma´s primitivas, que se organizaban en tribus, se
ha pasado a las actuales, caracterizadas por el hecho de acoger a diversos tipos de colectivos
en su seno.
Estos colectivos son de procedencias y a´mbitos muy diversos –laboral, cultural, deportivo,
econo´mico, social, pol´ıtico,...– y un individuo puede formar parte simulta´neamente de varios (tal
es el caso, por ejemplo, de la comunidad de vecinos, la empresa en la que trabaja, el club donde
desarrolla su “hobby”, el municipio en el que reside o el estado al que pertenece). Adema´s, los
diferentes colectivos se interrelacionan entre s´ı lo que, por una parte, puede provocar tensiones
y conflictos pero, por otra, ofrece tambie´n la posibilidad de cooperar y obtener de esta forma
mayores beneficios.
Como consecuencia de ello, los diversos colectivos pueden ir de la mano o enfrentarse entre
ellos, en funcio´n de si sus intereses son convergentes o no en un momento dado. De hecho, puede
suceder incluso que un individuo pertenezca a dos o ma´s colectivos que se encuentren enfren-
tados o que dos individuos distintos pertenezcan a diversos colectivos, algunos enfrentados y
otros no.
6 Aportaciones al estudio de los sistemas electorales
Una de las cuestiones que afectan a los diferentes colectivos que forman las sociedades actuales
es la toma de decisiones, que deber´ıa basarse en la opinio´n de los individuos que los componen.
Sin embargo, las formas de llevar a cabo las tomas de decisiones por parte de un colectivo son
muy diversas y dependen de mu´ltiples factores y criterios.
La sistematizacio´n de las ideas anteriores desemboco´ finalmente en la denominada Teor´ıa de la
Eleccio´n Social. Esta teor´ıa analiza las diferentes maneras que tiene un colectivo para determi-
nar, a partir de las preferencias individuales de sus miembros, cua´l de ellas debe corresponder
al conjunto. Para ello, considera las llamadas funciones de eleccio´n social, que determinan el
mecanismo concreto de ordenacio´n de las distintas opciones existentes para el colectivo a partir
de las diferentes preferencias individuales de sus miembros.
El origen de la Teor´ıa de la Eleccio´n Social puede asimilarse a la publicacio´n por K. J. Arrow en
el an˜o 1951 de uno de sus resultados ma´s importantes, conocido como teorema de imposibilidad
de Arrow. Segu´n dicho resultado, no es posible encontrar ninguna funcio´n de eleccio´n que
satisfaga unas ciertas propiedades, salvo que se acepte la basada en la opinio´n de so´lo uno de
los miembros del colectivo.
Precisamente para evitar el resultado negativo de Arrow anterior, D. Black, modificando el
concepto de preferencia y una de las condiciones de Arrow, probo´ en 1958 que en el caso de
que el nu´mero de individuos sea impar el me´todo de decisio´n mayoritario s´ı que verificaba las
nuevas condiciones requeridas.
Finalmente, otro resultado tambie´n interesante fue publicado en un trabajo de A. K. Sen del an˜o
1970. En dicho trabajo, modificando de nuevo las condiciones de Arrow, Sen probo´ asimismo
que no era posible definir ninguna funcio´n de eleccio´n que las satisfaciera todas simulta´nea-
mente.
Existen numerosos libros que se ocupan de la Teor´ıa de la Eleccio´n Social. Entre los ma´s
importantes que tratan sobre dicha teor´ıa, podemos citar los siguientes: “Social choice and
individual values”, de K. J. Arrow [2]; “The theory of commitees and elections”, de D. Black
[7]; “Social choice theory”, de J. S. Kelly [20]; “Game theory and political theory”, de P.
C. Ordershook [27]; “Game theoretic analysis of voting in committees”, de B. Peleg [31];
“Collective choice and social welfare”, de A. K. Sen [34]; y “Mathematics and politics”, de A.
D. Taylor [39].
Antecedentes 7
Adema´s de la toma de decisiones, se presentan otras muchas cuestiones que un colectivo debe
afrontar como, por ejemplo, la designacio´n de su propia direccio´n o el establecimiento de
negociaciones que, eventualmente, deban realizar con otros colectivos. Es por este motivo que
surge la necesidad de establecer algu´n sistema de representacio´n, esto es, un mecanismo por el
cual sean designados algunos de sus miembros para la realizacio´n de dichas funciones. Ello es
tanto ma´s necesario, por una elemental cuestio´n de operatividad, cuanto mayor sea el nu´mero de
miembros que lo formen. A partir de las ideas anteriores surge el concepto de sistema electoral.
Este no es ma´s que una manera de elegir los representantes de un colectivo por parte de los
individuos que lo constituyen. Y en la pra´ctica, ello suele hacerse eligiendo los representantes
de entre los individuos que componen una serie de listas de candidatos o candidaturas.
En realidad, los sistemas electorales existentes son muy variados, por lo que es posible estable-
cer numerosas clasificaciones de e´stos. De hecho, los posibles criterios existentes para dichas
clasificaciones son igualmente diversos y obedecen a situaciones de muy diferente ı´ndole en cada
caso. Por ejemplo, frecuentemente vienen dados por la fuerza o poder de un miembro o grupo
del colectivo. As´ı, puede darse el caso que quien tenga la potestad para escoger a los represen-
tantes del colectivo sea uno so´lo de los individuos, algunos de ellos o todos los que intervengan
en la decisio´n, dando lugar as´ı a las dictaduras, oligarqu´ıas o democracias, respectivamente.
Otra clasificacio´n es la basada en si los representantes son elegidos directamente por los in-
dividuos del colectivo o por otros representantes previamente elegidos por ellos. As´ı, se habla
respectivamente de elecciones directas o indirectas. La eleccio´n del Jefe del Estado por los
propios ciudadanos o bien por los miembros de un Parlamento previamente elegido por ellos
es un buen ejemplo de ello.
Asimismo, otra situacio´n usual se produce cuando los miembros del colectivo muestran sus
preferencias ma´s de una vez. En este caso, suele suceder que en cada una de las consultas se
eliminen candidatos sucesivamente. Incluso puede suceder que el nu´mero de dichas consultas
sea indeterminado y que en cada una se descarten diversos candidatos hasta obtener el nu´mero
deseado de ellos. Se habla, entonces, de sistemas a doble vuelta, triple vuelta,...
Finalmente, tambie´n puede ocurrir que los votantes este´n divididos en subcolectivos o circuns-
cripciones e incluso que e´stas se subdividan a su vez en otras menores, etc. En tal caso, los
sistemas electorales se denominan de segundo grado, tercer grado,... En caso contrario, cuando
esto u´ltimo no sucede, se dice que son de primer grado.
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Por otra parte, los sistemas electorales se dividen tradicionalmente en mayoritarios y propor-
cionales, si bien recientemente esta´ aumentando la tendencia a considerar los denominados
sistemas electorales mixtos que, a menudo, se reducen a una combinacio´n de los anteriores.
En primer lugar, la caracter´ıstica principal de los sistemas mayoritarios es que los represen-
tantes son otorgados a las candidaturas ma´s votadas en cada circunscripcio´n, siguiendo algu´n
criterio previamente establecido. El caso ma´s paradigma´tico es el sistema electoral denominado
mayoritario puro, que otorga todos los representantes a la candidatura ma´s votada.
La consecuencia que se sigue en estos sistemas electorales es que las candidaturas con mayor
nu´mero de votos obtienen un nu´mero de representantes proporcionalmente superior. As´ı, en
general, en los sistemas mayoritarios son pocas las candidaturas representadas y, con frecuencia,
u´nicamente dos las sobrerepresentadas, situacio´n que se conoce como bipartidismo.
Los sistemas electorales proporcionales, en cambio, obedecen al deseo de que la representacio´n
de las candidaturas sea lo ma´s ajustada posible a su valor proporcional teo´rico. El procedimien-
to ma´s simple consiste en fijar una cuota y asignar a cada candidatura el cociente de dividir
su nu´mero de votos por dicha cuota, completando los que faltan segu´n el resto de cada una.
El caso ma´s importante se da cuando la cuota es igual al cociente entre el nu´mero de votos
total y el de representantes a elegir, an˜adiendo un representante ma´s a aquellas candidatu-
ras cuyo resto es mayor (mayores restos, Hare-Niemeyer, Hamilton o Vinton). Dos variantes
tambie´n utilizadas en la pra´ctica son las de Droop e Imperiali, que dividen por el nu´mero de
representantes a elegir aumentado en uno o dos respectivamente.
Otra opcio´n en el caso de los sistemas electorales proporcionales es el uso de los me´todos
de divisores, llamados as´ı porque consideran una sucesio´n estrictamente creciente y toman
los mayores cocientes de los votos de cada candidatura entre los elementos de dicha sucesio´n
hasta obtener el nu´mero de representantes totales necesario, otorgando a cada candidatura
el nu´mero que tenga de e´stos. Hay que puntualizar, sin embargo, que este procedimiento es
realmente proporcional cuando dicha sucesio´n es asinto´ticamente equivalente a la sucesio´n
(d)d≥1. Normalmente, son nu´meros mayores que d − 1 y menores que d + 1 y el caso ma´s
importante es el de la regla de Hondt, cuya sucesio´n es precisamente la (d)d≥1, pero existen
otras como la media aritme´tica o St. Lague (en la que la sucesio´n es (d − 1
2
)d≥1), la media
geome´trica o Hill-Huntington (cuya sucesio´n es (
√
d · (d+ 1))d≥1), la media armo´nica o Dean
(que es la dada por la sucesio´n
(
d(d+1)
d+ 1
2
)
d≥1
), etc.
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En la actualidad, los sistemas electorales existentes son de muy diversa ı´ndole. A modo de ilus-
tracio´n de los ejemplos anteriores, haremos un breve resumen de los utilizados en algunos de los
parlamentos, poniendo especial e´nfasis en si se trata de sistemas mayoritarios o proporcionales.
Por lo que se refiere a los mayoritarios, destacan los casos del Reino Unido, Estados Unidos
y Francia. El primero considera circunscripciones de taman˜o similar en cuanto a poblacio´n
y otorga un u´nico representante a la candidatura ma´s votada en cada una de ellas. En el
caso de los Estados Unidos, para la Ca´mara de Representantes se utiliza el me´todo de la media
geome´trica para decidir los representantes que corresponden a cada estado y se otorgan despue´s
e´stos a la candidatura ma´s votada en cada estado, mientras que para el Senado se eligen dos
senadores por estado utilizando el mismo me´todo. Finalmente, en el caso de Francia se elige
tambie´n un representante por circunscripcio´n, pero con un sistema mayoritario a doble vuelta
(en la segunda, los electores eligen u´nicamente entre los candidatos que han obtenido mayor
respaldo en la primera).
Un caso especial es el del Senado en Espan˜a, donde son elegidos cuatro representantes por
circunscripcio´n con algunas excepciones, pero cada individuo puede votar a tres como ma´ximo,
lo que se suele traducir en que las dos candidaturas con mayor nu´mero de votos obtengan tres
y un representantes respectivamente y el resto no obtenga ninguno en cada circunscripcio´n.
En cuanto a los sistemas proporcionales, existen tambie´n diversos casos. As´ı, en el Congreso
de los Diputados de Espan˜a, se aplica la regla de Hondt para repartir los representantes en
cada circunscripcio´n, pero se utiliza la de los mayores restos para asignar primero los corres-
pondientes a cada una de las circunscripciones, si bien con un mı´nimo inicial de tres para cada
una, lo que provoca una clara sobrerepresentacio´n de las de peso menor. En los parlamentos
de Suecia, Noruega y Dinamarca el me´todo usado es el de St. Lague. En el caso italiano, la
cuestio´n ma´s relevante es que se garantiza el 55 % de los representantes para el Congreso de
los Diputados a la coalicio´n ganadora.
Finalmente, como caso tambie´n especial cabe destacar el del Bundestag de Alemania. Aqu´ı los
electores votan dos listas, una mayoritaria por circunscripciones y otra por el me´todo de los
mayores restos a nivel nacional, lo que lo convierte teo´ricamente en un sistema electoral mixto.
Sin embargo, los representantes se otorgan realmente por este u´ltimo me´todo, aunque toman-
do de forma preferencial los elegidos segu´n el primero, por lo que el sistema es, de hecho,
proporcional.
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Histo´ricamente, una de las cuestiones ma´s estudiadas ha sido el de las paradojas. Entre e´stas,
sin duda la ma´s famosa es la de Alabama, denominada as´ı porque en 1880, mientras los EE.UU
analizaban de cua´ntos representantes deb´ıa componerse su Congreso, se observo´ que a dicho
estado le correspond´ıan 8 representantes si el taman˜o total elegido para el Congreso era de
299, pero so´lo 7 si era de 300.
Otro caso tambie´n singular se dio en 1907, igualmente para el Congreso de los EE.UU. En
ese an˜o se creo´ un nuevo estado, el de Oklahoma, al que le correspond´ıan 5 representantes en
funcio´n de su poblacio´n. Se decidio´, entonces, aumentar de 386 a 391 el nu´mero total de ellos.
Pero en el nuevo reparto resulto´ que Oklahoma manten´ıa efectivamente los 5 representantes
pero, en cambio, el estado de Maine aumentaba su representacio´n de 3 a 4 y el de Nueva York
pasaba de 38 a 37. Esta paradoja es conocida como la de los nuevos estados.
Muy relacionado con el tema de las paradojas, tenemos la cuestio´n de las diferentes propiedades
que pueden poseer los sistemas electorales. En los dos casos anteriores, por ejemplo, el me´todo
usado fue el de los mayores restos. La conclusio´n es que dicho me´todo no satisface la propiedad
de monoton´ıa respecto del nu´mero total de representantes, que consiste en que al aumentar el
nu´mero de representantes totales que deben ser repartidos no disminuya el correspondiente a
ninguna de las candidaturas.
Otra propiedad interesante es la superaditividad, que consiste en que al sumar los votos de dos o
ma´s candidaturas sin alterar el resto el nu´mero de representantes que obtienen conjuntamente
sea igual o superior a la suma de los que logran por separado. Su intere´s radica en que favorece
la concentracio´n de candidaturas y, por tanto, la toma de decisiones –en te´rminos pol´ıticos, la
“gobernabilidad”–.
Otras dos propiedades fundamentales son la monoton´ıa respecto del nu´mero de votos –a una
candidatura con ma´s votos que otra debe corresponderle, al menos, el mismo nu´mero de
representantes– y la homogeneidad –el nu´mero de representantes de las candidaturas no ha
de variar al aplicar un factor constante a los votos de cada una de ellas–.
Existen muchas ma´s propiedades, si bien su importancia es bastante menor. Como ejemplo,
tenemos el principio de mayor´ıa absoluta –una candidatura ha de obtener la mayor´ıa absoluta
de representantes si, y so´lo si, tiene la mayor´ıa absoluta de votos– y la ma´xima exactitud de la
cuota –la diferencia entre el valor proporcional teo´rico y el real no ha de exceder de la unidad–.
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El estudio de los sistemas electorales se puede considerar que comienza con la aparicio´n del
libro “The political consequences of electoral laws” [32], escrito por D. Rae en el an˜o 1967. En
e´l se adopta lo que puede denominarse un enfoque descriptivo. Dentro de esta misma l´ınea,
se situ´an tambie´n los estudios comparativos de casos pra´cticos –como el libro de A. Lijphart
[21] “Electoral systems and party systems”– y de las diferentes propiedades que pueden tener,
as´ı como de sus correspondientes paradojas –es notable en este sentido el libro de H. Nurmi
[26] “Voting paradoxes and how to deal with them”–.
En cambio, en 1982 se publico´ el libro de M. L. Balinski y H. P. Young “Fair representation:
meeting the ideal of one man one vote” [4], con el que se inicia realmente el ana´lisis formal de los
sistemas electorales y se estudian diferentes propiedades de los sistemas electorales incluyendo,
en particular, el ana´lisis de la incompatibilidad simulta´nea de algunas de ellas.
En primer lugar, en el estudio de los sistemas electorales hay que partir del hecho de que “ningu´n
sistema electoral es perfecto”, en el sentido de que posea todas las propiedades que pueden ser
deseables. Por ejemplo, Balinski y Young probaron el siguiente teorema de imposibilidad: no es
posible definir, en general, ningu´n sistema electoral que sea homoge´neo y mono´tono respecto
del nu´mero de votos y que satisfaga, adema´s, la propiedad de ma´xima exactitud de la cuota.
Otro ejemplo es la imposibilidad de definir, en general, un sistema que sea mono´tono respecto
del nu´mero de votos, superaditivo y que satisfaga el principio de la mayor´ıa absoluta.
Es por ello que a la hora de abordar el ana´lisis de los sistemas electorales se han adoptado
varias estrategias, entre las que destacan las basadas en criterios probabil´ısticos y las que
utilizan te´cnicas de optimizacio´n entera. Entre las primeras podemos citar como ejemplo que
de entre los me´todos de divisores del tipo d− s con 0 ≤ s < 1 el ma´s justo es el de St. Lague
(s = 1
2
), puesto que los casos s < 1
2
y s > 1
2
favorecen a las candidaturas mayoritarias y
minoritarias, respectivamente.
Y por lo que se refiere a las estrategias basadas en la optimizacio´n entera, el resultado ba´sico
es que el sistema de los mayores restos es el que minimiza los errores absoluto y relativo
totales. Pero existen otros que atienden a consideraciones diferentes en cada caso y dan lugar
a soluciones distintas. As´ı, por ejemplo, el de la media geome´trica es el que minimiza la suma
ponderada de los cuadrados de las diferencias entre el nu´mero de votos por representante de
cada candidatura y el nu´mero medio de votos por representante en total, tomando como votos
el nu´mero de representantes de cada candidatura.
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Para terminar, teniendo en cuenta que los sistemas electorales pretenden establecer mecanismos
de representacio´n con la finalidad de hacer ma´s operativa la toma de decisiones de un colectivo,
hay que destacar una nueva disciplina: la Teor´ıa de Juegos. E´sta se ocupa del ana´lisis de los
procesos mismos de decisio´n. Esencialmente, estudia co´mo diversos agentes o jugadores pueden
elegir entre varias opciones o estrategias, las cuales acaban determinando finalmente el desenlace
o valor del juego. Su origen hay que cifrarlo en el an˜o 1944, con la aparicio´n del libro de J. Von
Neumann y O. Morgenstern “Theory of games and economic behavior” [38]. En e´l los autores
ponen de manifiesto que numerosas situaciones econo´micas presentan notables similitudes con
las de ciertos juegos de estrategia.
A la hora de establecer una clasificacio´n de los juegos, el criterio ma´s importante es el de si
los jugadores pueden unirse o no entre s´ı para mejorar sus expectativas. Se habla, entonces,
de juegos cooperativos o no cooperativos, respectivamente. Para los primeros, es especialmente
interesante la situacio´n en la que el valor o utilidad del juego puede fraccionarse y repartirse de
forma arbitraria, que da lugar al concepto de juegos cooperativos con utilidad transferible. De
hecho, son un caso particular de e´stos, los juegos simples –en los que los resultados posibles son
de ı´ndole binaria– y, especialmente, un tipo de estos u´ltimos conocido como juegos de mayor´ıa
ponderada –en los que los diversos jugadores tienen un cierto peso y se necesita una cuota
mı´nima para que el resultado sea positivo–, los relacionados directamente con los sistemas
electorales.
El concepto fundamental para los juegos cooperativos con utilidad transferible es el de valor
de Shapley, introducido por e´ste en 1953 [36]. Dicho valor proporciona una solucio´n racional
al problema de co´mo debe ser repartida la utilidad total entre los diversos jugadores que
intervienen. En particular, cuando este valor se considera para los juegos simples, se obtiene
el ı´ndice de poder de Shapley–Shubik [37].
Tambie´n para juegos cooperativos en general, hay que destacar asimismo la nocio´n de valor
coalicional, introducida por G. Owen en 1977 [29], que es una generalizacio´n del valor de
Shapley al caso en que los agentes se han unido en grupos formando lo que se denomina una
estructura de coaliciones. Existen otras alternativas a los conceptos anteriores entre las que
cabe destacar el valor de Banzhaf [6] y, ma´s en general, los llamados semivalores.
Introduccio´n
Es en el a´mbito general de los sistemas electorales, y en el de su estudio formal en particular,
donde cabe situar el presente trabajo. Ma´s concretamente, e´ste se ha centrado en el ana´lisis
de elecciones de ı´ndole democra´tica, directas, a una sola vuelta y de segundo grado como
ma´ximo. Sin embargo, se ha aprovechado para complementar su tratamiento estricto como
sistemas electorales con otro efectuado desde la o´ptica de la Teor´ıa de Juegos.
En primer lugar, hay que decir que algunos de los conceptos que se abordan, especialmente en
el primer cap´ıtulo, no son originales y, por tanto, han sido ya tratados en la literatura comu´n
sobre el tema. Tal es el caso, por ejemplo, de las propiedades de monoton´ıa, superaditividad
y crecimiento. Pero la conveniencia de presentarlos dentro del contexto general axioma´tico
considerado y la necesidad de ir estableciendo su relacio´n con el resto de conceptos que se
van introduciendo, nos ha llevado a exponerlos alternativamente a lo largo del texto a fin de
favorecer la unidad de e´ste y conseguir una mayor claridad en la exposicio´n.
Hay que advertir asimismo que las denominaciones ma´s habituales para las nociones de mono-
ton´ıa y crecimiento que se han considerado en este trabajo son las de monoton´ıa respecto del
nu´mero de votos y monoton´ıa respecto del nu´mero de representantes a elegir, respectivamente.
Sin embargo, por razones de comodidad y concisio´n, hemos preferido el uso de los te´rminos
anteriores.
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En segundo lugar, dado que lo verdaderamente importante no es el nu´mero de votos de las
diferentes candidaturas en cada una de las circunscripciones en te´rminos absolutos, sino sus
correspondientes valores en te´rminos relativos, hemos preferido incorporar ya de inicio la con-
dicio´n de homogeneidad y trabajar en consecuencia con votos normalizados. Ello nos ha con-
ducido a considerar nu´meros reales en general y no u´nicamente naturales, lo cual, adema´s
de proporcionar mayor generalidad, ha permitido la utilizacio´n de conceptos y te´cnicas del
Ana´lisis Matema´tico.
Por otra parte, hay que an˜adir que inmediatamente despue´s de la introduccio´n de los sistemas
electorales en general, se han considerado los definidos en una u´nica circunscripcio´n. De he-
cho, hay que recordar que los ejemplos pra´cticos esta´n definidos normalmente para el caso de
una circunscripcio´n y que el caso de varias circunscripciones suele reducirse a su aplicacio´n si-
multa´nea en cada una de ellas. En nuestro caso, dicha generalizacio´n se ha realizado a partir de
dos operaciones y, como veremos, la segunda de ellas requiere para su definicio´n la utilizacio´n
de un sistema electoral sobre una u´nica circunscripcio´n.
Todas las consideraciones anteriores nos han conducido a fijar una serie de objetivos para el
presente trabajo. Estos objetivos pueden concretarse en una serie de puntos, que enumeramos
y desarrollamos a continuacio´n.
1. Apoyarse en la Teor´ıa de Probabilidades para dar respuesta a cuestiones comunes en el
estudio de los sistemas electorales que dan lugar a ciertas asimetr´ıas.
2. An˜adir nuevas caracter´ısticas a los conceptos ma´s generales tratados que permitan desa-
rrollar otros posteriores.
3. Formalizar algunas nociones de uso habitual pero sin un significado preciso, algunas de
ellas muy intuitivas.
4. Extender nociones conocidas a situaciones ma´s generales y desarrollar herramientas que
permitan analizar e´stas a partir de aque´llas.
5. Estudiar los sistemas electorales desde la o´ptica de la Teor´ıa de Juegos, mediante la
sustitucio´n de la consideracio´n de los representantes obtenidos por una candidatura por
el ı´ndice de poder de Shapley–Shubik, una vez fijada una cuota.
6. Aplicar todas las cuestiones y resultados anteriores al ana´lisis de los ejemplos –o, mejor
dicho, grupos de ejemplos– que son utilizados normalmente en la pra´ctica.
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En primer lugar, y relacionado con la primera de estas cuestiones, es importante notar que he-
mos partido de la consideracio´n de la existencia de una cierta probabilidad dentro del conjunto
de posibles vectores de votos. Ello se debe a dos aspectos esenciales y aparentemente contra-
dictorios. Por una parte, parece claro que el reparto de representantes deber´ıa ser sime´trico
respecto de los votos de las candidaturas, es decir, deber´ıa depender u´nicamente de los votos
de las candidaturas en las diferentes circunscripciones y no de cuales sean las candidaturas.
Por otra parte, a veces se producen empates a la hora de ser adjudicados los representantes que
de una manera u otra deben ser resueltos, lo que provoca cierta asimetr´ıa respecto de los votos
de las candidaturas. La solucio´n elegida ha consistido en imponer en la definicio´n que dicha
asimetr´ıa pueda darse como ma´ximo con probabilidad nula. Es ma´s, hay que indicar en tal
sentido que el propio estudio de los sistemas electorales se ha efectuado en diversas situaciones
exceptuando conjuntos de probabilidad nula.
Tambie´n, y en consonancia con el segundo de los puntos anteriores, son esenciales las ideas de
mayor´ıa y proporcionalidad. En este u´ltimo caso, ante la imposibilidad de que el valor propor-
cional teo´rico se satisfaga para los diferentes valores posibles del nu´mero de representantes a
elegir, se ha optado por sustituirla por la de su verificacio´n cuando el nu´mero de representantes
a elegir tienda a infinito. Y esta misma idea se ha aprovechado tambie´n para el caso mayoritario
y el de su polo opuesto, que hemos denominado igualdad. De hecho, se ha considerado el caso
ma´s general, denominado estabilidad, consistente en la existencia, sin ma´s, de los l´ımites de las
proporciones de representantes de las diferentes candidaturas.
En la misma l´ınea, hemos abordado tambie´n el problema de cuantificar hasta que´ punto un
sistema electoral favorece o perjudica a las candidaturas con unos votos dados. E´sta es una
cuestio´n muy utilizada de forma intuitiva en los casos pra´cticos. Lo que hemos hecho es dar una
definicio´n formal que permita evaluarla en cada caso. Para ello, hemos definido las expectativas
electorales como aplicaciones obtenidas una vez fijados los pesos de las circunscripciones y los
de una candidatura cualquiera en cada una de ellas –si las hay– manteniendo variables el resto
y hemos considerado entonces su esperanza matema´tica o expectativa electoral media.
Y, como para la estabilidad, la convergencia de las expectativas y de la expectativa electoral
media ha dado lugar a los conceptos de estabilidad parcial y estabilidad en media, respecti-
vamente. Asimismo, y de forma ana´loga al caso anterior, se obtienen tambie´n las nociones de
proporcionalidad parcial y proporcionalidad en media, mayor´ıa parcial y mayor´ıa en media e
igualdad parcial e igualdad en media.
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En cuanto al tercer objetivo, se consideran generalizaciones al caso de varias circunscripcio-
nes de las propiedades ma´s habituales, como la monoton´ıa, la superaditividad y el crecimiento,
adema´s de las anteriores de estabilidad y de sus casos particulares, la mayor´ıa, la proporcionali-
dad y la igualdad. Adema´s, dichas generalizaciones, segu´n corresponda, se hacen globalmente o
por circunscripciones, distinguiendo entonces entre fuerte y de´bil respectivamente, como sucede
en el caso de la monoton´ıa.
Hay que remarcar que para la definicio´n de superaditividad se utiliza la nocio´n de induccio´n
que se introduce previamente. Adema´s, se definen dos operaciones entre sistemas electorales, la
extensio´n media y la suma, que permiten obtener sistemas electorales ma´s complejos a partir
de otros ma´s simples.
En lo referente a la penu´ltima de las consideraciones anteriores, la metodolog´ıa ba´sica ha
consistido en tomar, para cada cuota inicial, los juegos de mayor´ıa ponderada dados por dicha
cuota y los representantes finales de cada una de las candidaturas y compararlos con los juegos
de mayor´ıa ponderada dados por los pesos de las candidaturas en las diferentes circunscripciones
y la misma cuota.
Ello ha permitido definir propiedades ana´logas a algunas de las estudiadas en el texto, subs-
tituyendo los representantes correspondientes a cada candidatura por su respectivo ı´ndice de
poder de Shapley–Shubik. As´ı, se han considerado las nociones de monoton´ıa en poder, supera-
ditividad en poder y estabilidad en poder y, en particular para este u´ltimo caso, las de mayor´ıa
en poder, proporcionalidad en poder e igualdad en poder.
Finalmente, por lo que respecta al u´ltimo apartado, y teniendo en cuenta los mu´ltiples casos
pra´cticos existentes, algunos de ellos ciertamente complejos, hemos optado por centrarnos en
los ejemplos ba´sicos para el caso de una u´nica circunscripcio´n. De hecho, se han abordado
formas generales para cada uno de ellos, entre las que se incluyen sus casos particulares ma´s
importantes, dando lugar as´ı a los sistemas ordinales, de cuotas y de divisores
Tambie´n hemos considerado dos generalizaciones para cada uno de ellos al caso de varias
circunscripciones, obtenidas a partir de la extensio´n media y la suma y hemos deducido sus
propiedades a partir de las propiedades de los propios ejemplos para una u´nica circunscripcio´n
y de las relativas a dichas operaciones.
1
Sistemas electorales
Como punto de partida para el estudio de los sistemas electorales, podemos imaginar que
tenemos un cierto nu´mero de representantes que deben ser repartidos entre unas candidaturas
dadas, en funcio´n de los votos de cada una de ellas en diversas partes del territorio llamadas
circunscripciones. De hecho, es posible tambie´n que cada una de estas partes este´ dividida
en otras y as´ı sucesivamente, pero en este trabajo nos limitaremos al caso que corresponde a
una u´nica subdivisio´n del territorio en partes. De hecho, reservaremos el nombre de sistemas
electorales simples para el caso de circunscripcio´n u´nica. Adema´s, y con el fin de poder tratar
cuestiones cuya naturaleza exige el concepto de verificacio´n casi segura, supondremos tambie´n
dada una probabilidad en el conjunto de posibles resultados.
Para ello, tras introducir la nocio´n de sistema electoral, definimos dos operaciones –la extensio´n
media y la suma– que permiten obtener nuevos sistemas electorales a partir de otros ma´s
simples y, en particular, generalizar de dos maneras distintas los diferentes ejemplos de sistemas
electorales simples. Seguidamente introducimos el concepto de sistema electoral inducido y
finalizamos con las propiedades de monoton´ıa, superaditividad, crecimiento, estabilidad y, como
casos particulares de esta u´ltima, las de mayor´ıa, proporcionalidad e igualdad.
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1.1 Sistemas electorales
El objetivo de esta seccio´n es presentar la nocio´n de sistema electoral. Comenzamos con una
serie de notaciones previas que utilizaremos en adelante, para seguir con la definicio´n de sistema
electoral y la consideracio´n de un primer ejemplo.
Sea P un conjunto finito, que escribiremos por comodidad en la forma
P = {1, . . . , p} .
Consideremos el conjunto
Up =
{
(u1, . . . , up) ∈ Rp :
0 < u1, . . . , up < 1
u1 + . . .+ up = 1
}
.
Tambie´n, dada una permutacio´n pi de P = {1, . . . , p}, denotaremos
upi = (upi(1), . . . , upi(p)) .
Adema´s, consideremos tambie´n el conjunto
U˜p−1 =
{
u˜ = (u1, . . . , up−1) ∈ Rp−1 :
0 ≤ u1, . . . , up−1 ≤ 1
u1 + . . .+ up−1 ≤ 1
}
,
as´ı como la aplicacio´n
F¯ : Up −→ U˜p−1
definida para cada u ∈ Up por
F¯ (u1, . . . , up) = (u1, . . . , up−1) .
Proposicio´n 1.1 F¯ es biyectiva.
Demostracio´n. Por la propia definicio´n de F¯ .
Ejemplo 1.2 Podemos considerar el conjunto U2 y el par de elementos
(u1, u2) = (0.6, 0.4) ,
que representaremos en la forma
j=1 j=2
0.6 0.4
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Sea ahora N otro conjunto finito que escribiremos asimismo por comodidad en la forma
N = {1, . . . , n} , con n ≥ 2 .
Y sea tambie´n W pn el conjunto de matrices de n filas y p columnas
W pn =
w =

w11 . . . w
p
1
...
...
w1n . . . w
p
n
 : 0 ≤ wji ≤ 1 para cada i ∈ N y cada j ∈ P
wj1 + . . .+ w
j
n = 1 para cada j ∈ P
 .
Dadas permutaciones ν de N = {1, . . . , n} y pi de P = {1, . . . , p}, denotaremos por wν y wpi a
wν =

w1ν(1) . . . w
p
ν(1)
...
...
w1ν(n) . . . w
p
ν(n)
 y wpi =

w
pi(1)
1 . . . w
pi(p)
1
...
...
w
pi(1)
n . . . w
pi(p)
n
 .
Adema´s, consideremos tambie´n el conjunto
W˜ pn−1 =
{
w˜ = (w1, . . . , wn−1) ∈ Rn−1 :
0 ≤ w1, . . . , wn−1 ≤ 1
w1 + . . .+ wn−1 ≤ 1
}
.
Y consideremos tambie´n la aplicacio´n
F : Wn −→ W˜n−1
definida para cada w ∈ Wn por
F (w1, . . . , wn) = (w1, . . . , wn−1) .
Proposicio´n 1.3 F es biyectiva.
Demostracio´n. Por la propia definicio´n de F .
Ejemplo 1.4 Consideremos el ejemplo anterior 1.2 y los elementos de W 24
i=1 i=2 i=3 i=4
j=1 0.6 0.4 0.3 0.2 0.1
j=2 0.4 0.1 0.2 0.3 0.4
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La aplicacio´n F¯ anterior permite identificar U˜p−1 con Up. A estos subconjuntos los denomina-
remos pseudoborelianos de Up.
Proposicio´n 1.5 El conjunto de los pseudoborelianos de Up es una σ–a´lgebra.
Demostracio´n. Por definicio´n.
Consideraremos dada una probabilidad P en Up.
La probabilidad ma´s usual sera´ la uniforme, obtenida a partir de los pseudoborelianos de Up
por normalizacio´n:
P(β) = V (β)
V (Up)
para cada pseudoboreliano β de Up.
Proposicio´n 1.6 Para cada pseudoboreliano β de Up
P(β) = V (β)√
p
(p−1)!
.
Demostracio´n. Puesto que∫
Up
dV =
∫
Up
√
p du =
√
p
∫ 1
0
. . .
∫ 1−u1−...−up
0
(du1 . . . dup−1) dup
=
√
p
∫ 1
0
. . .
∫ 1−u1−...−up−1
0
(1− u1 − . . .− up) (du1 . . . dup−2) dup−1
=
√
p
∫ 1
0
. . .
∫ 1−u1−...−up−2
0
1
2
(1− u1 − . . .− up−1)2 (du1 . . . dup−3) dup−2
=
√
p · 1
2
∫ 1
0
. . .
∫ 1−u1−...−up−3
0
1
3
(1− u1 − . . .− up−2)3 (du1 . . . dup−3) dup−4
= . . . =
√
p
(p− 1)!
y se obtiene la afirmacio´n del enunciado.
Ejemplo 1.7 La probabilidad uniforme en el caso del ejemplo anterior 1.2 es
P(β) = V (β)√
2
(2−1)!
=
1√
2
V (β)
para cada pseudoboreliano β de Up.
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La aplicacio´n F anterior permite identificar W˜n−1 con Wn. En particular, podemos identificar
tambie´n cada boreliano de W˜n−1 con su correspondiente subconjunto de Wn. A estos subcon-
juntos los denominaremos pseudoborelianos de Wn.
Proposicio´n 1.8 El conjunto de los pseudoborelianos de Wn es una σ–a´lgebra.
Demostracio´n. Por la identificacio´n anterior.
Consideremos ahora funciones
f˜ : W˜n−1 −→ R y f : Wn −→ R
tales que
f =
1√
n
f˜ .
Proposicio´n 1.9 Para cada pseudoboreliano β de Wn∫
β
f(u) dV =
∫
F (β)
f˜(u) du .
Demostracio´n. Ya que∫
β
f(w) dV =
∫
F (β)
√
n · 1√
n
f˜(w) du =
∫
F (β)
f˜(w) dw
para cada pseudoboreliano β de Wn.
Observacio´n 1.10 Se deduce, entonces, que todo vector aleatorio continuo
ℵ : W pn −→ W˜n−1
puede identificarse con la aplicacio´n
ℵ : W pn −→ Wn
considerando en lugar de su funcio´n de densidad f˜ la funcio´n
f =
1√
n
f˜ : Wn −→ R .
Es por ello que, de ahora en adelante, hablaremos de funciones de densidad f tales que∫
Wn
f(w) dV = 1 y f(w) ≥ 0
para cada w ∈ Wn.
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Ma´s en general, podemos identificar cada boreliano de
W˜n−1 × (m). . . × W˜n−1
con su correspondiente subconjunto de
Wn × (m). . . ×Wn .
A estos subconjuntos los denominaremos pseudoborelianos de Wn × (m). . . ×Wn.
Supondremos dada una particio´n del conjunto de circunscripciones P en m subconjuntos y una
familia de probabilidades
(Pu)u∈Up
en W pn definidas por una familia
ℵ = (ℵu)u∈Up
de aplicaciones
ℵu : W pn −→ Wn × (m). . . ×Wn
tales que
ℵuj : W pn −→ Wn
son vectores aleatorios continuos independientes para cada j = 1, . . . ,m.
Por tanto, tendremos funciones de densidad fu1 , . . . , f
u
m que supondremos siempre sime´tricas,
es decir,
fuj (wν) = f
u
j (w)
para cada permutacio´n ν de N y cada w ∈ Wn.
En consecuencia, ℵu vendra´ dada por la funcio´n de densidad fu producto:
fu(w) = fu1 (w
1) · . . . · fum(wm)
para cada w ∈ Wn × (m). . . ×Wn.
Ejemplo 1.11 Consideremos en el ejemplo anterior 1.4 la funcio´n dada por este u´ltimo caso:
ℵ(0.6,0,4)
(
0.4 0.3 0.2 0.1
0.1 0.2 0.3 0.4
)
=
(
(0.4, 0.3, 0.2, 0.1), (0.1, 0.2, 0.3, 0.4)
)
.
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La funcio´n de densidad que utilizaremos habitualmente sera´ la uniforme de orden m, definida
por
f(w) =
(
(n− 1)!√
n
)m
para cada w ∈ Wn × (m). . . ×Wn.
Proposicio´n 1.12 La funcio´n de densidad uniforme esta´ bien definida.
Demostracio´n. Puesto que∫
Wn×(m)... ×Wn
(
(n− 1)!√
n
)m
dV =
(
(n− 1)!√
n
)m ∫
Wn×(m)... ×Wn
dV
=
(
(n− 1)!√
n
)m(∫
Wn
dV
)m
=
(
(n− 1)!√
n
)m(∫
Wn
√
n dw
)m
=
(
(n− 1)!√
n
)m (√
n
)m(∫ 1
0
. . .
∫ 1−w1−...−wn
0
(dw1 . . . dwn−1) dwn
)m
= ((n− 1)!)m
(∫ 1
0
. . .
∫ 1−w1−...−wn−1
0
(1− w1 − . . .− wn) (dw1 . . . dwn−2) dwn−1
)m
= ((n− 1)!)m
(
1
2
∫ 1
0
. . .
∫ 1−w1−...−wn−2
0
(1− w1 − . . .− wn−1)2 (dw1 . . . dwn−3) dwn−2
)m
= ((n− 1)!)m
(
1
2
· 1
3
∫ 1
0
. . .
∫ 1−w1−...−wn−3
0
(1− w1 − . . .− wn−2)3 (dw1 . . . dwn−3) dwn−4
)m
= . . . = ((n− 1)!)m
(
1
(n− 1)!
)m
= 1
y
f(w) =
(
(n− 1)!√
n
)m
≥ 0
para cada w ∈ Wn × (m). . . ×Wn.
Ejemplo 1.13 La funcio´n de densidad uniforme en W4 ×W4 es
f(w) =
(
(4− 1)!√
4
)2
= 9
para cada w ∈ W4 ×W4.
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Y consideremos una familia
R = (Ru)u∈Up
de aplicaciones
Ru : W pn × N −→ Nn ⊆ Rn
que asignan a cada w ∈ W pn y cada k ∈ N una enupla de nu´meros naturales
Ru(w, k) = (Ru1(w, k), . . . , R
u
n(w, k)) ∈ Nn ⊆ Rn
y tales que para cada k ∈ N las aplicaciones
Ru,k : W pn −→ Nn ⊆ Rn
obtenidas a partir de Ru fijando el valor de k ∈ N
Ru,k(w) = Ru(w, k)
para cada w ∈ W pn , son vectores aleatorios discretos respecto de la probabilidad Pu.
Ejemplo 1.14 Consideremos el ejemplo anterior 1.4 y la familia de aplicaciones
(Ru)u∈Up
que otorga los k representantes a la candidatura de mayor voto en la circunscripcio´n de peso
mayor
Rui (w, k) =
k , si uj > uj′ para cada j′ 6= j y w
j
i > w
j
h para cada h 6= i ,
0 , en caso contrario ,
para cada u ∈ Up, cada i ∈ N , cada k ∈ N y cada w ∈ W pn .
Por ejemplo, en las condiciones del ejemplo anterior 1.4 se obtiene la tabla
i=1 i=2 i=3 i=4
k 0 0 0
puesto que 0.6 > 0.4 y entre los valores correspondientes a la circunscripcio´n de peso 0.6 el
mayor es el 0.4, que corresponde a la primera candidatura.
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Definicio´n 1.15 Dados P , P , N , ℵ y R del tipo anterior, diremos que (N,ℵ, R) es un sistema
electoral asociado a (P,P) si, y so´lo si, se verifican las condiciones siguientes:
• (E) Para cada u ∈ Up, cada w ∈ W pn y cada k ∈ N
n∑
i=1
Rui (w, k) = k .
• (N) Para cada u ∈ Up, cada w ∈ W pn , cada k ∈ N y cada i ∈ N , si wi = (0, . . . , 0) entonces
Rui (w, k) = 0 .
• (S) Para cada permutacio´n pi de P , cada i ∈ N , cada k ∈ N y cada w ∈ W pn
Rupii (w
pi, k) = Rui (w, k)
casi seguro u ∈ Up.
• (I) Para cada permutacio´n ν de N , cada i ∈ N , cada u ∈ Up y cada k ∈ N
Ruν(i)(wν , k) = R
u
i (w, k)
casi seguro w ∈ W pn .
Definicio´n 1.16 Dado un sistema electoral (N,ℵ, R) asociado a (P,P), a los elementos
i , j , uj , w
j
i , k y R
u
i (w, k)
los denominamos candidatura i, circunscripcio´n j, peso de la circunscripcio´n j, voto de
la candidatura i en la circunscripcio´n j, nu´mero de representantes a elegir y nu´mero de
representantes de la candidatura i respecto del vector de pesos u correspondiente a la matriz
de votos w y el nu´mero de representantes a elegir k, respectivamente.
Y a las aplicaciones
ℵu , Ru y Ru,k
las denominaremos funcio´n de recuento correspondiente al vector de pesos u, regla elec-
toral correspondiente al vector de pesos u y ley electoral correspondiente al vector de pesos
u y el nu´mero de representantes a elegir k, respectivamente.
Por abuso de lenguaje, hablaremos de sistema electoral R en N asociado a P con funcio´n de
recuento ℵ o de sistema electoral R simplemente, si no hay peligro de confusio´n.
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Las condiciones de la definicio´n anterior las denominaremos axiomas. As´ı, el primero o de
exhaustividad (E) significa que se reparten todos los representantes. El segundo o del voto
nulo (N), que las candidaturas con voto nulo en todas las circunscripciones no obtienen repre-
sentantes. Y el tercero o de simetr´ıa (S) y el cuarto o de imparcialidad (I), que el proceso
es sime´trico respecto de las circunscripciones y las candidaturas respectivamente salvo, quiza´s,
para un conjunto de probabilidad cero. Esto se debe a que, por una parte, la asignacio´n de los
representantes ha de depender so´lo de los pesos de las circunscripciones y de los votos de las
candidaturas pero, por otra, pueden producirse empates que dara´n lugar a alguna asimetr´ıa.
La manera de asegurarse que esto u´ltimo no se de´ con demasiada frecuencia es que suceda,
como ma´ximo, para un conjunto de probabilidad cero.
Proposicio´n 1.17 (a) Para cada u ∈ Up, cada i ∈ N , cada k ∈ N y cada w ∈ W pn
0 ≤ Rui (w, k) ≤ k .
(b) Para cada u ∈ Up, cada i ∈ N y cada w ∈ W pn
Rui (w, 0) = 0 .
(c) Para cada u ∈ Up, cada i ∈ N , cada k ∈ N y cada w ∈ W pn , si wi = (1, . . . , 1) entonces
Ruh(w, k) =
k , si h = i ;0 , si h 6= i .
Demostracio´n. (a) Por definicio´n.
(b) Por el apartado anterior, ya que para cada i ∈ N , cada u ∈ Up y cada w ∈ W pn
0 ≤ Rui (w, k) ≤ 0 .
(c) Ya que entonces wh = (0, . . . , 0) para cada h 6= i de donde, por el axioma del voto nulo,
Ruh(w, k) = 0
y, por tanto, por el axioma de exhaustividad,
Rui (w, k) = k
para cada u ∈ Up y cada k ∈ N.
Ejemplo 1.18 El sistema del ejemplo anterior 1.14 es un sistema electoral, ya que es obvio
que se verifican los axiomas de exhaustividad, voto nulo, imparcialidad y simetr´ıa.
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Definicio´n 1.19 La regla electoral relativa del vector de pesos u ∈ Up es la aplicacio´n
ru : W pn × N −→ Rn
definida para cada i ∈ N , cada w ∈ W pn y cada k ∈ N por
rui (w, k) =

Rui (w, k)
k
, si k > 0 ,
1 , si wi = (1, . . . , 1) y k = 0 ,
0 , si wi 6= (1, . . . , 1) y k = 0 .
rui (w, k) se denomina nu´mero de representantes relativo de i respecto del vector de pesos
u y el vector de votos w cuando se eligen k representantes. Y como R queda determinada por
r, se habla tambie´n de sistema electoral relativo r.
Proposicio´n 1.20 (a) Para cada i ∈ N , cada u ∈ Up, cada w ∈ W pn y cada k ∈ N
0 ≤ rui (w, k) ≤ 1 .
(b) Para cada u ∈ Up, cada w ∈ W pn y cada k ∈ N
n∑
i=1
rui (w, k) = 1 .
(c) Para cada i ∈ N , cada u ∈ Up, cada w ∈ W pn y cada k ∈ N, si wi = (0, . . . , 0) entonces
rui (w, k) = 0 .
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.17.
Proposicio´n 1.21 Para cada u ∈ Up y cada k ∈ N
ru,k
es un vector aleatorio discreto.
Demostracio´n. Por serlo tambie´n Ru,k, para cada u ∈ Up y cada k ∈ N.
Ejemplo 1.22 En el ejemplo anterior 1.14, es claro que la tabla de representantes relativos es
i=1 i=2 i=3 i=4
1 0 0 0
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Definicio´n 1.23 Denominamos voto medio de la candidatura i ∈ N respecto del vector de
pesos u ∈ Up y el vector de votos w ∈ W pn al valor
wˆi = u · wi = u1w1i + . . .+ upwpi
para cada i ∈ N , cada u ∈ Up y cada w ∈ W pn .
Matricialmente, la definicio´n anterior puede escribirse en la forma
wˆ1
...
wˆn
 =

w11 . . . w
p
1
...
...
w1n . . . w
p
n


u1
...
up

para cada u ∈ Up y cada w ∈ W pn .
Proposicio´n 1.24 (a) Para cada i ∈ N , cada u ∈ Up y cada w ∈ W pn
0 ≤ wˆi ≤ 1 .
(b) Para cada u ∈ Up y cada w ∈ W pn
wˆ1 + . . .+ wˆn = 1 .
(c) Para cada i ∈ N , cada u ∈ Up y cada w ∈ W pn
wˆi = 0
si, y so´lo si,
wi = (0, . . . , 0) .
(d) Para cada i ∈ N , cada u ∈ Up y cada w ∈ W pn
wˆi = 1
si, y so´lo si,
wi = (1, . . . , 1) .
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Demostracio´n. (a) Ya que
0 ≤ wˆi = u1w1i + . . .+ upwpi ≤ w1i + . . .+ wpi = 1
para cada i ∈ N , cada u ∈ Up y cada w ∈ W pn .
(b) Puesto que
wˆ1 + . . .+ wˆn = (u1w
1
1 + . . .+ upw
p
1) + . . .+ (u1w
1
n + . . .+ upw
p
n) =
u1(w
1
1 + . . .+ w
1
n) + . . .+ up(w
p
1 + . . .+ w
p
n) = u1 + . . .+ up = 1
para cada u ∈ Up y cada w ∈ W pn .
(c) Ya que el rec´ıproco es obvio. Y para el directo
0 = wˆi = u1w
1
i + . . .+ upw
p
i ≥ ujwji ≥ 0
para cada j ∈ P , de donde
u1w
1
i = . . . = upw
p
i = 0
y, por tanto, como u1, . . . , up > 0 por definicio´n,
w1i = . . . = w
p
i = 0 .
para cada i ∈ N , cada u ∈ Up y cada w ∈ W pn .
(d) Puesto que el rec´ıproco es obvio. Y para el directo
1 = wˆi = u1w
1
i + . . .+ upw
p
i ≤ u1 + . . .+ up = 1
de donde
u1w
1
i + . . .+ upw
p
i = u1 + . . .+ up
y, por tanto,
w1i = . . . = w
p
i = 1
para cada i ∈ N , cada u ∈ Up y cada w ∈ W pn .
Ejemplo 1.25 Si consideramos el ejemplo 1.4, tenemos que los votos medios son
wˆ1 = 0.6 · 0.4 + 0.4 · 0.1 = 0.28 ,
wˆ2 = 0.6 · 0.3 + 0.4 · 0.2 = 0.26 ,
wˆ3 = 0.6 · 0.2 + 0.4 · 0.3 = 0.24 ,
wˆ4 = 0.6 · 0.1 + 0.4 · 0.4 = 0.22 .
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1.1.1 Sistemas electorales simples
Definicio´n 1.26 Los sistemas electorales definidos en una u´nica circunscripcio´n los denomi-
naremos sistemas electorales simples.
En estos sistemas electorales se tiene que P = {1}, por lo que U1 = {1} y la u´nica probabilidad
posible en este conjunto es la trivial:
P(U1) = 1 y P(∅) = 0 .
Por tanto, la u´nica particio´n posible de P es la trivial: {{1}}.
Adema´s, el conjunto W 1n se identifica con el conjunto Wn:
Wn =
{
w = (w1, . . . , wn) ∈ Rn :
0 ≤ w1, . . . , wn ≤ 1
w1 + . . .+ wn = 1
}
.
Tambie´n tenemos una u´nica funcio´n de recuento ℵ1 y una u´nica funcio´n de densidad por tanto,
que escribiremos simplemente ℵ y f , respectivamente.
Igualmente, existe una u´nica regla electoral R
R : Wn × N −→ Nn ⊆ Rn ;
y una u´nica regla electoral relativa r.
Asimismo, en particular, fijando el valor de k ∈ N, obtenemos las leyes electorales
Rk : Wn −→ Nn ⊆ Rn ,
as´ı como las correspondientes leyes electorales relativas.
En consecuencia, un sistema electoral simple viene dado u´nicamente por la terna ordenada
(N,ℵ, R).
Definicio´n 1.27 A la aplicacio´n ℵ anterior la denominaremos funcio´n de recuento simple;
a R, regla electoral simple; y a Rk, ley electoral simple.
La funcio´n de densidad que utilizaremos –si no se especifica lo contrario– sera´ la uniforme, que
es la considerada en todos los ejemplos que introducimos seguidamente.
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Presentamos a continuacio´n los ejemplos ma´s importantes. En todos ellos se supone que existen
unos criterios previamente establecidos para los casos de empate que se produzcan.
Mayoritario puro:
Consiste en asignar los k representantes a la candidatura de mayor voto.
Ejemplo 1.28 Consideremos la siguiente tabla de votos para n = 4 candidaturas
i=1 i=2 i=3 i=4
0.4 0.3 0.2 0.1
con k = 4 representantes a elegir. Entonces, la distribucio´n de representantes es
i=1 i=2 i=3 i=4
4 0 0 0
Igualitario puro:
Los representantes son asignados de uno en uno en orden decreciente de voto entre las diferentes
candidaturas con voto no nulo, efectuando dicho proceso las veces que sea necesario hasta
completar los k representantes. Por tanto, si n0 es el nu´mero de candidaturas con voto no nulo,
el nu´mero de representantes de una de ellas es, segu´n el caso,[
k
n0
]
o
[
k
n0
]
+ 1 .
Ejemplo 1.29 Consideremos de nuevo la tabla de votos para n = 4 candidaturas
i=1 i=2 i=3 i=4
0.4 0.3 0.2 0.1
y supongamos que hay k = 4 representantes a elegir. Entonces, como el nu´mero de candidaturas
es tambie´n 4, es claro que la tabla de representantes obtenida en este caso es
i=1 i=2 i=3 i=4
1 1 1 1
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Mayores restos, Hare–Niemeyer o Hamilton:
Se asigna inicialmente la parte entera del valor proporcional teo´rico
kwi
a cada candidatura i, an˜adiendo un representante adicional en orden decreciente a aquellas
candidaturas cuyo resto
kwi − [kwi]
sea mayor hasta completar los k representantes. Por tanto, el nu´mero de representantes obte-
nido por cada una de ellas es siempre
[kwi] o [kwi] + 1 .
Ejemplo 1.30 Si consideramos otra vez la tabla
i=1 i=2 i=3 i=4
0.4 0.3 0.2 0.1
y utilizamos la regla de los mayores restos, los valores teo´ricos respectivos son
i=1 i=2 i=3 i=4
1.6 1.2 0.8 0.4
por lo que corresponde inicialmente un representante a las dos primeras candidaturas y ninguno
a las otras. Pero los restos son entonces
i=1 i=2 i=3 i=4
0.6 0.2 0.8 0.4
respectivamente, por lo que la tercera y la primera candidatura obtienen un representante
adicional y la tabla de representantes queda
i=1 i=2 i=3 i=4
2 1 1 0
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Hondt:
En este caso, se calculan inicialmente todos los cocientes del tipo
wi
d
para cada i ∈ N y cada d ∈ N tal que 1 ≤ d ≤ k. Entonces, si denotamos por G el conjunto de
los k mayores la regla asigna a cada candidatura i tantos representantes como elementos del
tipo anterior pertenecen a G.
Ejemplo 1.31 Considerando de nuevo la tabla
i=1 i=2 i=3 i=4
0.4 0.3 0.2 0.1
aplicando ahora la regla de Hondt la tabla de cocientes de los votos entre d = 1, 2, 3, 4 es
i=1 i=2 i=3 i=4
d=1 0.400 0.300 0.200 0.100
d=2 0.200 0.150 0.100 0.050
d=3 0.133 0.100 0.067 0.033
d=4 0.100 0.075 0.050 0.025
con lo que los cuatro cocientes mayores resultan ser
0.4 , 0.3 , 0.2 y 0.2
y, en consecuencia, la tabla de representantes correspondiente es
i=1 i=2 i=3 i=4
2 1 1 0
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Generalizamos a continuacio´n los ejemplos anteriores. En todos ellos, se continua suponiendo
la existencia de algunos criterios previamente establecidos para resolver los casos de empate.
Ordinales:
Dadas n sucesiones crecientes de nu´meros naturales
(c1(k))k≥1 , . . . , (cn(k))k≥1
tales que para cada k ∈ N
c1(k) ≥ . . . ≥ cn(k) y c1(k) + . . .+ cn(k) = k ,
la regla asigna c1(k) representantes a la candidatura de voto no nulo mayor, c2(k) a la siguiente
de voto no nulo mayor, etc... y asigna 0 representantes a las candidaturas con voto nulo.
En particular, si
c1(k) = k y c2(k) = . . . = cn(k) = 0
se obtiene la regla mayoritaria pura, mientras que si se asignan inicialmente[
k
n0
]
representantes a cada una de las n0 candidaturas de voto no nulo y se reparten los
k − n0
[
k
n0
]
restantes de forma c´ıclica de mayor a menor voto, nos queda la regla igualitaria pura.
Ejemplo 1.32 Consideremos de nuevo la tabla de votos siguiente para n = 4 candidaturas y
supongamos que hay tambie´n ahora k = 4 representantes a elegir
i=1 i=2 i=3 i=4
0.4 0.3 0.2 0.1
Entonces, si consideramos la regla ordinal que otorga 3 representantes a la candidatura ma´s
votada y 1 a la segunda –salvo que una de las candidaturas tenga voto 1 en cuyo caso la regla
le otorga los 4 representantes– la tabla de representantes correspondiente es
i=1 i=2 i=3 i=4
3 1 0 0
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Proposicio´n 1.33 En las reglas ordinales, si wi es el hi–e´simo voto de w
Ri(w, k) = chi(k)
para cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ Wn.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de la definicio´n.
Corolario 1.34 (a) En la regla mayoritaria pura,
Ri(w, k) =
{
k , si wi > wh para cada h 6= i ,
0 , si wh < wi para algu´n h 6= i ,
para cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ Wn.
(b) En la regla igualitaria pura,
Ri(w, k) =

[
k
n
]
+ 1 , si wi es uno de los k − n
[
k
n
]
votos mayores de w ,[
k
n
]
, si wi no es uno de los k − n
[
k
n
]
votos mayores de w ,
para cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ Wn.
Proposicio´n 1.35 En las reglas ordinales, si wi es el hi–e´simo voto de w
ri(w, k) =
chi(k)
k
para cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ Wn.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de la definicio´n.
Corolario 1.36 (a) En la regla mayoritaria pura,
ri(w, k) =
{
1 , si wi > wh para cada h 6= i ,
0 , si wh < wi para algu´n h 6= i ,
para cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ Wn.
(b) En la regla igualitaria pura,
ri(w, k) =

[
k
n
]
+ 1
k
, si wi es uno de los k − n
[
k
n
]
votos mayores de w ,[
k
n
]
k
, si wi no es uno de los k − n
[
k
n
]
votos mayores de w ,
para cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ Wn.
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Observacio´n 1.37 La regla relativa mayoritaria pura no depende de k.
Proposicio´n 1.38 En las reglas ordinales, para cada k ∈ N y cada (c1(k), . . . , cn(k)) ∈ Nn
tales que c1(k) + . . .+ cn(k) = k y ci1(k) ≥ . . . ≥ cin(k) entonces
{w ∈ Wn : wi1 > . . . > win} ⊆ (Rk)−1(c1(k), . . . , cn(k)) ⊆ {w ∈ Wn : wi1 ≥ . . . ≥ win} .
Demostracio´n. En primer lugar, si
wi1 > . . . > win
entonces
Ri1(w, k) = ci1(k), . . . , Rin(w, k) = cin(k)
que, reordenando, se convierte en
R1(w, k) = c1(k), . . . , Rn(w, k) = cn(k)
o, lo que es lo mismo,
R(w, k) = (c1(k), . . . , cn(k)) .
Y para la segunda inclusio´n, si
R(w, k) = (c1(k), . . . , cn(k)) ,
se tiene que
Ri1(w, k) ≥ . . . ≥ Rin(w, k) ,
de donde
wi1 ≥ . . . ≥ win
por la propia definicio´n de las reglas ordinales.
Proposicio´n 1.39 Las reglas ordinales son sistemas electorales simples.
Demostracio´n. Por 1.38, (Rk)−1(ci1(k), . . . , cin(k)) es medible y, por tanto, teniendo en cuen-
ta las identificaciones de Wn y W˜n−1, se deduce que Rk es un vector aleatorio para cada k ∈ N.
Adema´s, los axiomas de exhaustividad y voto nulo se deducen de la propia definicio´n de regla
ordinal. Y en lo referente al axioma de imparcialidad, basta con observar que los casos en que
la regla no decide inicialmente son aquellos en que hay igualdad entre los votos
wh = wi
para ciertos h, i ∈ N , que constituyen un conjunto de probabilidad cero.
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Cuotas:
Consideremos una sucesio´n
(qk)k≥1
con qk ∈ (0, 1] para cada k ∈ N y tal que
k − n <
[
w1
qk
]
+ . . .+
[
wn
qk
]
≤ k
para cada w ∈ Wn y cada k ∈ N.
Entonces, se comienza otorgando [
wi
qk
]
representantes a las diferentes candidaturas y se an˜ade uno ma´s a las de resto
wi
qk
−
[
wi
qk
]
mayor hasta completar los k representantes.
Cuando se toma el valor
qk =
1
k
,
que se conoce como cuota Hare, se obtiene la regla de los mayores restos, ya que
wi
1
k
= kwi .
Observacio´n 1.40 En particular, es claro que a cada candidatura i ∈ N le correspondera´n[
wi
qk
]
o
[
wi
qk
]
+ 1
representantes, en funcio´n de si obtiene o no el representante adicional segu´n su resto sea o no
uno de los mayores, respectivamente.
Observacio´n 1.41 Es interesante remarcar asimismo que, una vez otorgadas las partes enteras
iniciales correspondientes a cada candidatura en las reglas de cuotas, el procedimiento que sigue
despue´s es ana´logo al de la regla igualitaria pura, salvo que efectuado con los restos en lugar
de los votos.
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Proposicio´n 1.42 En las reglas de cuotas, la sucesio´n (qk)k∈N es admisible si, y so´lo si,
qk ∈
(
1
k + 1
,
1
k
]
para cada k ∈ N.
Demostracio´n. Para la afirmacio´n en sentido directo, supongamos que
qk /∈
(
1
k + 1
,
1
k
]
para algu´n k ∈ N.
En primer lugar, si
qk ≤ 1
k + 1
,
tomando por ejemplo
w1 = 1 y w2 = . . . = wn = 0 ,
tenemos que [
w1
qk
]
≥ k + 1 ,
en contradiccio´n con la definicio´n de regla de cuotas.
Y en el caso que
qk >
1
k
,
tomando
w1 = . . . = wn−1 =
qk +
1
k
2
y wn = 1− (n− 1) ·
qk +
1
k
2
,
es claro que
0 ≤ w1, . . . , wn ≤ 1 y w1 + . . .+ wn = 1 .
Adema´s,
w1
qk
= . . . =
wn−1
qk
< 1 y
wn
qk
=
1
qk
− (n− 1) · qk +
1
k
2qk
< k − (n− 1) = k − n+ 1 ,
con lo que [
w1
qk
]
= . . . =
[
wn−1
qk
]
= 0 y
[
wn
qk
]
≤ k − n ,
que esta´ tambie´n en contradiccio´n con la definicio´n de regla de cuotas.
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Rec´ıprocamente, supongamos que para cada k ∈ N
qk ∈
(
1
k + 1
,
1
k
]
.
Entonces, por ser
qk >
1
k + 1
,
se tiene que [
wi
qk
]
≤ wi
qk
< (k + 1)wi
para cada w ∈ Wn y cada i ∈ N , de lo que se deduce que[
w1
qk
]
+ . . .+
[
wn
qk
]
< (k + 1)w1 + . . .+ (k + 1)wn = k + 1
para cada w ∈ Wn.
Y por otra parte, como
qk ≤ 1
k
,
entonces
wi
qk
≥ kwi
para cada w ∈ Wn y cada i ∈ N , por lo que[
wi
qk
]
> kwi − 1
y, por tanto, [
w1
qk
]
+ . . .+
[
wn
qk
]
> kw1 − 1 + . . .+ kwn − 1 = k − n
para cada w ∈ Wn.
Observacio´n 1.43 En la pra´ctica, son utilizadas tambie´n otras cuotas, tales como
qk =
1
k + 1
y qk =
1
k + 2
,
cuyas variantes se denominan Droop e Imperiali, respectivamente. Sin embargo, segu´n 1.42,
no son reglas en el sentido aqu´ı definido, puesto que para algunos vectores de votos el nu´mero
de representantes totales asignados es mayor que k, en contra del axioma de exhaustividad –de
hecho, la variante Droop so´lo falla en los casos en que uno de los votos es igual a 1 y el resto
son 0–.
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Ejemplo 1.44 Consideremos de nuevo la tabla de votos para n = 4 candidaturas
i=1 i=2 i=3 i=4
0.4 0.3 0.2 0.1
y supongamos que hay tambie´n ahora k = 4 representantes a elegir.
Si consideramos ahora la regla de cuotas dada por la sucesio´n
qk =
2
2k + 1
,
la cuota cuando k = 4 es
2
9
= 0.2222
con lo que la tabla de representantes inicial queda
i=1 i=2 i=3 i=4
1 1 0 0
y los restos
i=1 i=2 i=3 i=4
0.178 0.078 0.200 0.100
Por tanto, la tabla de representantes definitiva obtenida es
i=1 i=2 i=3 i=4
2 1 1 0
dado que los dos mayores restos corresponden a la tercera y la primera candidaturas, respec-
tivamente.
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Proposicio´n 1.45 En las reglas de cuotas con
qk ∈
(
1
k + 1
,
1
k
]
,
Ri(w, k) =

[
wi
qk
]
+ 1 , si
wi
qk
−
[
wi
qk
]
es uno de los mayores restos ,[
wi
qk
]
, si
wi
qk
−
[
wi
qk
]
no es uno de los mayores restos ,
para cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ Wn.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de la definicio´n.
Corolario 1.46 En la regla de los mayores restos,
Ri(w, k) =
{
[kwi] + 1 , si kwi − [kwi] es uno de los mayores restos ,
[kwi] , si kwi − [kwi] no es uno de los mayores restos ,
para cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ Wn.
Proposicio´n 1.47 En las reglas de cuotas con
qk ∈
(
1
k + 1
,
1
k
]
,
ri(w, k) =

[
wi
qk
]
+ 1
k
, si
wi
qk
−
[
wi
qk
]
es uno de los mayores restos ,[
wi
qk
]
k
, si
wi
qk
−
[
wi
qk
]
no es uno de los mayores restos ,
para cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ Wn.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de la definicio´n.
Corolario 1.48 En la regla de los mayores restos,
ri(w, k) =

[kwi] + 1
k
, si kwi − [kwi] es uno de los mayores restos ,
[kwi]
k
, si kwi − [kwi] no es uno de los mayores restos ,
para cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ Wn.
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Proposicio´n 1.49 Para cada k ∈ N y cada B1, . . . , Bn tales que Bi = 1 o Bi = 0 para cada
i ∈ N y B1 + . . .+Bn = k −
([
w1
qk
]
+ . . .+
[
wn
qk
])
(Rk)−1
([
w1
qk
]
+B1, . . . ,
[
wn
qk
]
+Bn
)
contiene al conjunto{
w ∈ Wn : wi
qk
−
[
wi
qk
]
>
wh
qk
−
[
wh
qk
]
para cada h, i tales que Bh = 0 y Bi = 1
}
y esta´ contenido en el conjunto{
w ∈ Wn : wi
qk
−
[
wi
qk
]
≥ wh
qk
−
[
wh
qk
]
para cada h, i tales que Bh = 0 y Bi = 1
}
.
Demostracio´n. Puesto que las reglas de cuotas otorgan[
wi
qk
]
o
[
wi
qk
]
+ 1
para cada i ∈ N , segu´n su resto
wi
qk
−
[
wi
qk
]
sea uno de los mayores o no, respectivamente.
Proposicio´n 1.50 Las reglas de cuotas son sistemas electorales simples.
Demostracio´n. Ya que, teniendo en cuenta las identificaciones de Wn y W˜n−1 y 1.49, se
deduce que Rk es un vector aleatorio para cada k ∈ N.
Por su parte, el axioma de exhaustividad se deduce de la propia definicio´n de la regla. Y por
lo que se refiere al axioma del voto nulo, so´lo hay que observar que si wi = 0, entonces
wi
qk
= 0
sea cual sea la cuota qk. Finalmente, para el axioma de imparcialidad so´lo hay que tener en
cuenta que los posibles empates se dan cuando
wh = wi o
wh
qk
−
[
wh
qk
]
=
wi
qk
−
[
wi
qk
]
para ciertos h, i ∈ N , que constituyen un conjunto de probabilidad cero.
Sistemas electorales 43
Divisores:
En este caso, calculamos todos los cocientes del tipo
wi
gd
para cada i ∈ N y 1 ≤ d ≤ k, donde
(gd)d≥1
es una sucesio´n estrictamente creciente de nu´meros reales estrictamente positivos. Si denotamos
por G el conjunto de los k cocientes mayores, la regla asigna a cada candidatura i el nu´mero
de elementos de G del tipo anterior.
En particular, si
gd = d
para cada d ∈ N, tenemos la regla de Hondt introducida anteriormente.
Entre las muchas sucesiones utilizadas tambie´n en la pra´ctica, cabe citar las siguientes:
gd = d− 1
2
, gd = d− 2
3
, gd =
√
d(d+ 1) y gd =
d(d+ 1)
d+ 1
2
,
cuyas variantes se denominan de la media aritme´tica o St. Lague, media danesa, media
geome´trica o Hill–Huntington y media armo´nica o Dean, respectivamente.
En general, cuando los divisores sean del tipo
gd = d+ s
con s > −1, diremos que las reglas son de divisores lineales.
Por tanto, las reglas de Hondt, de la media aritme´tica y de la media danesa son lineales.
Otros casos utilizados son los de divisores de tipo potencial
gd = d
t + s , con t > 0 y s > −1 ;
los de tipo logar´ıtmico
gd = logs (1 + d) , con s > 0 ;
y los de tipo exponencial
gd = s
d − 1 , con s > 0 .
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Ejemplo 1.51 Consideremos de nuevo la tabla de votos para n = 4 candidaturas
i=1 i=2 i=3 i=4
0.4 0.3 0.2 0.1
y supongamos que hay tambie´n ahora k = 4 representantes a elegir.
Entonces, si tomamos la regla de los divisores con
gd = d
2
los cocientes son
i=1 i=2 i=3 i=4
gd = 1 0.40000 0.30000 0.20000 0.10000
gd = 4 0.10000 0.07500 0.05000 0.02500
gd = 9 0.04444 0.03333 0.02222 0.01111
gd = 16 0.02500 0.01875 0.01250 0.00625
En este caso, al tomar los cuatro mayores
0.4 , 0.3 , 0.2 y 0.1
se produce un empate para el cuarto representante entre la primera y la cuarta candidaturas,
que deber´ıa ser resuelto por algu´n otro criterio.
En consecuencia, las posibles tablas finales de representantes obtenidas ser´ıan
i=1 i=2 i=3 i=4
2 1 1 0
o
i=1 i=2 i=3 i=4
1 1 1 1
en funcio´n de si el criterio de desempate previamente establecido otorgara el representante en
cuestio´n a la primera o a la cuarta candidatura, respectivamente.
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Proposicio´n 1.52 La definicio´n de las reglas de divisores no depende de factores constantes
para la sucesio´n
(gd)d≥1 .
Demostracio´n. So´lo hay que tener en cuenta que los cocientes
wi
gd
para cada i ∈ N y 1 ≤ d ≤ k, quedan afectados todos por igual por dicho factor constante, lo
cual no modifica cua´les de ellos son los mayores.
Teorema 1.53 Sea R una regla de divisores y g una funcio´n estrictamente creciente del
intervalo [1,+∞) en el intervalo (0,+∞) tal que
l´ım
x→+∞
g(x) = +∞
y
g(d) = gd
para cada natural d ≥ 1. Entonces, la antiimagen
(Rk)−1(c) = (c1, . . . , cn)
de un vector cualquiera c = (c1, . . . , cn) tal que c1+. . .+cn = k contiene al conjunto de vectores
(w1, . . . , wn) ∈ Wn para los que existe un x0 > 0 tal que
c1 ≤ g−1
(
w1
x0
)
<c1 + 1
. . . . . . . . .
cn ≤ g−1
(
wn
x0
)
<cn + 1

y esta´ contenido en el conjunto de vectores (w1, . . . , wn) ∈ Wn para los que existe un x0 > 0
tal que
c1 ≤ g−1
(
w1
x0
)
≤c1 + 1
. . . . . . . . .
cn ≤ g−1
(
wn
x0
)
≤cn + 1

.
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Demostracio´n. En primer lugar, para cada i ∈ N si ci = 0 entonces
0 ≤ g−1
(
wi
x0
)
< 1 ,
de donde
wi
x0
< g(1) = g1 ,
por lo que
. . . <
wi
gd
< . . . <
wi
g1
< x0
y, por tanto, no hay ningu´n cociente mayor que x0.
Y si ci > 0 entonces, por una parte,
ci ≤ g−1
(
wi
x0
)
,
de donde resulta que
gci = g(ci) ≤
wi
x0
y, en consecuencia,
x0 ≤ wi
gci
.
Y, por otra parte,
g−1
(
wi
x0
)
<
[
g−1
(
wi
x0
)]
+ 1 = ci + 1 ,
por lo que
wi
x0
< g (ci + 1) = gci+1
y, consiguientemente,
x0 >
wi
gci+1
para cada i ∈ N . Por tanto, de las dos desigualdades anteriores concluimos que
wi
gci+1
< x0 ≤ wi
gci
<
wi
gci−1
< . . . <
wi
1
,
lo que significa que existen exactamente ci cocientes mayores que x0, tanto si ci = 0 como si
ci > 0, por lo que hay
c1 + . . .+ cn = k
cocientes mayores que x0 y, en consecuencia,
Ri(w, k) = ci
para cada i ∈ N .
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Rec´ıprocamente, si ahora
Ri(w, k) = ci
para cada i ∈ N , definimos
x0 = mı´n
{
wi
gci
: wi > 0, i ∈ N
}
> 0 .
Si ahora ci = 0, entonces, teniendo en cuenta que es posible que haya empates, debe ser
wi
g1
≤ x0 ,
por lo que
wi
x0
≤ g1
y, en consecuencia,
g−1
(
wi
x0
)
≤ 1 .
Y si ci > 0, tenemos que
wi
gci
≥ x0 ,
lo que equivale a
wi
x0
≥ gci = g(ci)
de donde se deduce, por ser g estrictamente creciente, que
g−1
(
wi
x0
)
≥ ci .
Adema´s, si sucediera que
g−1
(
wi
x0
)
> ci + 1
entonces, de nuevo por ser g estrictamente creciente, deber´ıa ser
wi
x0
> g(ci + 1) = gci+1
y, en consecuencia,
wi
gci+1
> x0 ,
que se contradice con la definicio´n de x0 por ser estricta la desigualdad, ya que podr´ıa suceder
que
wi
gci+1
= x0 =
wj
gch
para otros j 6= i y el representante en cambio no correspondiera a la candidatura i.
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Observacio´n 1.54 Si consideramos los diferentes cocientes ordenados de mayor a menor en
la regla de los divisores, tenemos una sucesio´n
y1 = . . . = yk1 > yk1+1 = . . . = yk2 > yk2+1 . . .
Los nu´meros
k1, . . . , ks, . . .
son, por tanto, los posibles valores de k para los cuales no va a haber ningu´n empate final a la
hora de asignar los representantes.
Ejemplo 1.55 En la regla de Hondt correspondiente al ejemplo 1.31
i=1 i=2 i=3 i=4
0.4 0.3 0.2 0.1
la tabla de cocientes era
i=1 i=2 i=3 i=4
d=1 0.400 0.300 0.200 0.100
d=2 0.200 0.150 0.100 0.050
d=3 0.133 0.100 0.667 0.333
d=4 0.100 0.075 0.050 0.025
por lo que la sucesio´n anterior ser´ıa
0.400 > 0.300 > 0.200 = 0.200 > 0.150 > 0.133 > 0.100 = 0.100 = 0.100 = 0.100 . . .
lo que significa que
k1 = 1
k2 = 2
k3 = 4
k4 = 5
k5 = 6
k6 = 10
...
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El intere´s de esta sucesio´n radica en que, para los te´rminos que la forman, el teorema anterior
se convierte en equivalencia.
Proposicio´n 1.56 Sea R una regla de divisores y g una funcio´n estrictamente creciente del
intervalo [1,+∞) en el intervalo (0,+∞) tal que
l´ım
x→+∞
g(x) = +∞
y
g(d) = gd
para cada natural d ≥ 1. Entonces, para cualesquiera nu´meros naturales c1, . . . , cn tales que
c1 + . . .+ cn = ks
para cierto s –siendo (ks)s≥1 la sucesio´n anterior– y cada w ∈ Wn, se tiene que
Ri(w, ks) = ci
para cada i ∈ N si, y so´lo si, existe un x0 > 0 tal que
c1 =
[
g−1
(
w1
x0
)]
, . . . , cn =
[
g−1
(
wn
x0
)]
.
Demostracio´n. En primer lugar, el rec´ıproco coincide con el teorema anterior.
Y para la afirmacio´n en sentido directo, tenemos que si
Ri(w, ks) = ci
entonces existe un x0 > 0 tal que
ci ≤ g−1
(
wi
x0
)
≤ ci + 1
para cada i ∈ N . Y no puede ocurrir que
g−1
(
wi
x0
)
= ci + 1 ,
ya que esto, tal y como se deduce de la parte final de la demostracio´n del teorema anterior,
significar´ıa que
wi
gci+1
= x0 =
wj
gch
,
lo cual se contradice con la ausencia de empates finales que no hayan dado lugar a la asignacio´n
del representante correspondiente.
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Proposicio´n 1.57 Sea R una regla de divisores y g una funcio´n estrictamente creciente del
intervalo [1,+∞) en el intervalo (0,+∞) tal que
l´ım
x→+∞
g(x) = +∞
y
g(d) = gd
para cada natural d ≥ 1. Entonces, existe x0 > 0 tal que para cada i ∈ N
Ri(w, k) =
[
g−1
(
wi
x0
)]
para cada k ∈ N y casi seguro w ∈ Wn.
Demostracio´n. Puesto, que segu´n 1.53, notando
ci = Ri(w, k)
para cada i ∈ N , tenemos que
ci =
[
g−1
(
wi
x0
)]
salvo para los vectores w ∈ Wn tales que
g−1
(
wi
x0
)
= ci+1 ,
es decir, para los que
wi = gci+1 x0
para algu´n i ∈ N que, obviamente, forman un conjunto de probabilidad cero.
Definicio´n 1.58 A una funcio´n g como la del teorema y las dos proposiciones anteriores, la
denominaremos funcio´n generatriz.
En particular, podemos interpretar que las reglas de divisores, a diferencia de las reglas de
cuotas, tratan de determinar una cierta cuota x0 para la que, salvo empates, las partes en-
teras de las antiima´genes de los cocientes anteriores por la funcio´n g den directamente los
representantes de cada candidatura –en lugar de redondear como hacen las reglas de cuotas–.
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Proposicio´n 1.59 En las reglas de divisores con
(gd)gd≥1
estrictamente creciente,
1
ma´x
c1+...+cn=k
{gc1+1 + . . .+ gcn+1}
≤ x0 ≤ 1
mı´n
c1+...+cn=k
{gc1 + . . .+ gcn}
.
Demostracio´n. Como ha de ser
c1 ≤ g−1
(
w1
x0
)
≤ c1 + 1, . . . , cn ≤ g−1
(
wn
x0
)
≤ cn + 1
para ciertos c1, . . . , cn ∈ N, se deduce que
gc1 ≤
w1
x0
≤ gc1+1, . . . , gcn ≤
wn
x0
≤ gcn+1 .
Entonces, sumando miembro a miembro todas estas desigualdades y teniendo en cuenta que
w1 + . . .+ wn = 1, se obtiene que
gc1 + . . .+ gcn ≤
1
x0
≤ gc1+1 + . . .+ gcn+1 ,
que equivale a
1
gc1+1 + . . .+ gcn+1
≤ x0 ≤ 1
gc1 + . . .+ gcn
para cada c1, . . . , cn ∈ N tales que c1 + . . . + cn = k de donde, tomando ma´ximo y mı´nimo
respectivamente, se obtiene el resultado del enunciado.
Corolario 1.60 En las reglas de divisores lineales con
gd = d+ s
y s > −1,
1
k + n(s+ 1)
≤ x0 ≤ 1
k + ns
.
Demostracio´n. Puesto que, en este caso, para cada c1, . . . , cn ∈ N tales que c1 + . . .+ cn = k
se verifica que
gc1+1 + . . .+ gcn+1 = (c1 + 1 + s) + . . .+ (cn + 1 + s) = k + n(s+ 1)
y
gc1 + . . .+ gcn = (c1 + s) + . . .+ (cn + s) = k + ns
respectivamente y, por tanto, el ma´ximo y el mı´nimo son estos mismos valores ya que no
dependen de c1, . . . , cn.
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Ejemplo 1.61 Considerando nuevamente la regla de Hondt para n = 4 candidaturas y k = 4
representantes a elegir del ejemplo 1.31
i=1 i=2 i=3 i=4
0.4 0.3 0.2 0.1
tenemos que debe ser
0.125 =
1
8
≤ x0 ≤ 1
4
= 0.25 .
De hecho, dado que la tabla de cocientes era
i=1 i=2 i=3 i=4
d=1 0.400 0.300 0.200 0.100
d=2 0.200 0.150 0.100 0.050
d=3 0.133 0.100 0.667 0.333
d=4 0.100 0.075 0.050 0.025
los posibles valores en la pra´ctica son
0.15 < x0 ≤ 0.2
puesto que el u´ltimo cociente tomado es 0.2 y el primero que se descarta es 0.15.
Por ejemplo, si tomamos x0 = 0.18 nos queda[
0.4
0.18
]
+
[
0.3
0.18
]
+
[
0.2
0.18
]
+
[
0.1
0.18
]
= 2 + 1 + 1 + 0 = 4
con lo que la tabla de representantes es, efectivamente,
i=1 i=2 i=3 i=4
2 1 1 0
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Proposicio´n 1.62 En las reglas de divisores con
(gd)d≥1
estrictamente creciente, existe x0 ∈ (0, 1) tal que
Ri(w, k) =
[
g−1
(
wi
x0
)]
para cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ Wn.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de la definicio´n.
Corolario 1.63 En las reglas de divisores lineales con
gd = d+ s
y s > −1, existe x0 ∈ (0, 1) tal que
Ri(w, k) =
[
wi
x0
− s
]
para cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ Wn.
Proposicio´n 1.64 En las reglas de divisores con
(gd)d≥1
estrictamente creciente, existe x0 ∈ (0, 1) tal que
ri(w, k) =
[
g−1
(
wi
x0
)]
k
para cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ Wn.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de la definicio´n.
Corolario 1.65 En las reglas de divisores lineales con
gd = d+ s
y s > −1, existe x0 ∈ (0, 1) tal que
ri(w, k) =
[
wi
x0
− s
]
k
para cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ Wn.
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Proposicio´n 1.66 En las reglas de divisores con (gd)d≥1 estrictamente creciente, para cada
c = (c1, . . . , cn) ∈ Nn y cada k ∈ N tales que c1 + . . .+ cn = k
(Rk)−1(c)
contiene al conjunto {
w ∈ Wn : wh
gch+1
<
wi
gci
para cada h 6= i
}
y esta´ contenido en el conjunto{
w ∈ Wn : wh
gch+1
≤ wi
gci
para cada h 6= i
}
.
Demostracio´n. Supongamos, en primer lugar, que se verifican las desigualdades anteriores
en sentido estricto y sea
x0 = mı´n
{
wi
gci
: wi > 0 , i ∈ N
}
> 0 .
Entonces
w1
gc1+1
< x0 ≤ w1
gc1
. . . . . .
wn
gcn+1
< x0 ≤ wn
gcn
y se tiene que
g (c1) = gc1 ≤
w1
x0
< gc1+1 = g (c1 + 1)
. . . . . . . . . . . .
g (cn) = gcn ≤
wn
x0
< gcn+1 = g (cn + 1)
de donde, por ser g estrictamente creciente,
c1 ≤ g−1
(
w1
x0
)
< c1 + 1
. . . . . . . . . . . .
cn ≤ g−1
(
wn
x0
)
< cn + 1
con lo que, por 1.53, se obtiene que para cada i ∈ N es
Ri(w, k) = ci .
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Por lo que se refiere a la segunda inclusio´n, tenemos que si
Ri(w, k) = ci
entonces
c1 ≤ g−1
(
w1
x0
)
≤ c1 + 1
. . . . . . . . . . . .
cn ≤ g−1
(
wn
x0
)
≤ cn + 1
de donde, teniendo en cuenta que g es estrictamente creciente,
gc1 = g (c1) ≤
w1
x0
≤ g (c1 + 1) = gc1+1
. . . . . . . . . . . .
gcn = g (cn) ≤
wn
x0
≤ g (cn + 1) = gcn+1
y, en consecuencia,
w1
gc1+1
≤ x0 ≤ w1
gc1
. . . . . .
wn
gcn+1
≤ x0 ≤ wn
gcn
y w pertenece, por tanto, al conjunto definido por las desigualdades en sentido amplio.
Proposicio´n 1.67 Las reglas de divisores son sistemas electorales simples.
Demostracio´n. Ya que, teniendo en cuenta las identificaciones de Wn y W˜n−1 y 1.66, se
deduce que Rk es un vector aleatorio para cada k ∈ N.
Adema´s, el axioma de exhaustividad se verifica por la propia definicio´n de la regla. Por su
parte, para el axioma del voto nulo basta con observar que si wi = 0 entonces
wi
gd
= 0
sea cual sea el divisor gd. Y, finalmente, el axioma de imparcialidad se debe a que la regla so´lo
deja de decidir cuando
wh
gd
=
wi
gd′
para ciertos h, i ∈ N , que constituyen un conjunto de probabilidad cero.
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1.2 Extensio´n media de un sistema electoral
El objetivo de esta seccio´n es definir una operacio´n que permita obtener nuevos sistemas
electorales en un conjunto mayor de circunscripciones a partir de otro. La idea ba´sica consiste
en considerar las medias ponderadas y aplicar entonces el sistema electoral dado. Sin embargo,
y aunque esto es realmente as´ı si partimos de un sistema electoral simple, abordaremos el caso
ma´s general en que el punto de partida es un sistema electoral arbitrario.
Sea P un conjunto finito y Pˆ un conjunto de cardinal mu´ltiplo del cardinal de P .
Entonces, dado un sistema electoral
(N,ℵ, R)
asociado a (P,P), el objetivo es definir un nuevo sistema electoral
(N, ℵˆ, Rˆ)
asociado a (Pˆ , Pˆ).
Por comodidad de notacio´n, supondremos que
P = {1, . . . , p}
y
Pˆ = {1, . . . , p, . . . , (z − 1)p+ 1, . . . , zp} .
Ejemplo 1.68 Consideremos un sistema electoral R formado por dos circunscripciones
{1, 2} .
Entonces, si consideramos un nuevo conjunto de 4 circunscripciones
{1, 2, 3, 4} ,
lo que haremos sera´ unir la primera con la tercera y la segunda con la cuarta, con lo que se
obtendra´n de nuevo dos circunscripciones{{1, 3}, {2, 4}} .
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Para cada
u = (u1, . . . , up, . . . , u(z−1)p+1, . . . , uzp) ∈ Uzp ,
sean
u+ = ((u+)1, . . . , (u+)p) = (u1 + . . .+ u(z−1)p+1, . . . , up + . . .+ uzp) ∈ Up
y
u∗1 =
u1
(u+)1
, . . . , u∗p =
up
(u+)p
, . . . , u∗(z−1)p+1 =
u(z−1)p+1
(u+)1
, . . . , u∗zp =
uzp
(u+)p
.
Proposicio´n 1.69 Para cada permutacio´n pi de Pˆ
(upi)+ = (u+)pi
para cada u ∈ Uzp.
Demostracio´n. Puesto que para cada permutacio´n pi de Pˆ
(upi)+ = (upi(1) + . . .+ upi((z−1)p+1), . . . , upi(p) + . . .+ upi(zp)) = (u+)pi
para cada u ∈ Uzp.
Ejemplo 1.70 Continuando con el ejemplo 1.68, dada la tabla de pesos de U4
j=1 j=2 j=3 j=4
0.4 0.3 0.2 0.1
como 0.4 + 0.2 = 0.6 y 0.3 + 0.1 = 0.4, la tabla correspondiente de U2 es
j=1 j=2
0.6 0.4
y los valores anteriores son, por tanto,
u∗1 =
0.4
0.6
= 0.67 , u∗2 =
0.3
0.4
= 0.75 , u∗3 =
0.2
0.6
= 0.33 y u∗4 =
0.1
0.4
= 0.25 .
58 Aportaciones al estudio de los sistemas electorales
Por otra parte, para cada vector u ∈ Uzp y cada matriz
w =

w11 . . . w
p
1 . . . w
(z−1)p+1
1 . . . w
zp
1
...
...
...
...
w1n . . . w
p
n . . . w
(z−1)p+1
n . . . wzpn
 ∈ W zpn
consideramos la matriz
wˆ∗ =

u∗1w
1
1 + . . .+ u
∗
(z−1)p+1w
(z−1)p+1
1 . . . u
∗
pw
p
1 + . . .+ u
∗
zpw
zp
1
...
...
u∗1w
1
n + . . .+ u
∗
(z−1)p+1w
(z−1)p+1
n . . . u∗pw
p
n + . . .+ u
∗
zpw
zp
n
 ∈ W pn .
Proposicio´n 1.71 (a) Para cada permutacio´n ν de N
(̂wν)
∗
= (wˆ∗)ν
para cada u ∈ Uzp y cada w ∈ W zpn .
(b) Para cada permutacio´n pi de Pˆ
(̂wpi)
∗
= (wˆ∗)pi
para cada u ∈ Uzp y cada w ∈ W zpn .
Demostracio´n. (a) Dado que para cada permutacio´n ν de N
(̂wν)
∗
=

u∗1w
1
ν(1) + . . .+ u
∗
(z−1)p+1w
(z−1)p+1
ν(1) . . . u
∗
pw
p
ν(1) + . . .+ u
∗
zpw
zp
ν(1)
...
...
u∗1w
1
ν(n) + . . .+ u
∗
(z−1)p+1w
(z−1)p+1
ν(n) . . . u
∗
pw
p
ν(n) + . . .+ u
∗
zpw
zp
ν(n)
 = (wˆ∗)ν
para cada u ∈ Uzp y cada w ∈ W zpn .
(b) Puesto que para cada permutacio´n pi de Pˆ
(̂wpi)
∗
=

u∗1w
pi(1)
1 + . . .+ u
∗
(z−1)p+1w
pi((z−1)p+1)
1 . . . u
∗
pw
pi(p)
1 + . . .+ u
∗
zpw
pi(zp)
1
...
...
u∗1w
pi(1)
n + . . .+ u∗(z−1)p+1w
pi((z−1)p+1)
n . . . u∗pw
pi(p)
n + . . .+ u∗zpw
pi(zp)
n
 = (wˆ∗)pi
para cada u ∈ Uzp y cada w ∈ W zpn .
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Proposicio´n 1.72 Para cada u ∈ Uzp, cada w ∈ W zpn y cada i ∈ N
u+ · wˆ∗i = wˆi .
Demostracio´n. Ya que
u+ · wˆ∗i = ((u+)1, . . . , (u+)p) ·
(
u∗1w
1
i + . . .+ u
∗
(z−1)p+1w
(z−1)p+1
i , . . . , u
∗
pw
p
i + . . .+ u
∗
zpw
zp
i
)
=
((u+)1, . . . , (u+)p) ·
(
u1
(u+)1
w1i + . . .+
u(z−1)p+1
(u+)1
w
(z−1)p+1
i , . . . ,
up
(u+)p
wpi + . . .+
uzp
(u+)p
wzpi
)
=
u1w
1
i + . . .+ u(z−1)p+1w
(z−1)p+1
i + . . .+ upw
p
i + . . .+ uzpw
zp
i = wˆi
para cada u ∈ Uzp, cada i ∈ N y cada w ∈ W zpn .
Ejemplo 1.73 Dada la tabla de W 44
i=1 i=2 i=3 i=4
j=1 0.4 0.4 0.3 0.2 0.1
j=2 0.3 0.3 0.2 0.1 0.4
j=3 0.2 0.2 0.1 0.4 0.3
j=4 0.1 0.1 0.4 0.3 0.2
teniendo en cuenta el ejemplo 1.70 y que
0.67 · 0.4 + 0.33 · 0.2 = 0.333
0.67 · 0.3 + 0.33 · 0.1 = 0.233
0.67 · 0.2 + 0.33 · 0.4 = 0.267
0.67 · 0.1 + 0.33 · 0.3 = 0.167
y
0.75 · 0.3 + 0.25 · 0.1 = 0.250
0.75 · 0.2 + 0.25 · 0.4 = 0.250
0.75 · 0.1 + 0.25 · 0.3 = 0.150
0.75 · 0.4 + 0.25 · 0.2 = 0.350
se obtiene la tabla de W 24
i=1 i=2 i=3 i=4
j=1 0.6 0.333 0.233 0.267 0.167
j=2 0.4 0.250 0.250 0.150 0.350
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Notamos por F+ la aplicacio´n
F+ : Uzp −→ Up
definida para cada u ∈ Uzp por
F+(u) = u+ .
Observacio´n 1.74 Consideramos en Uzp la σ–a´lgebra de antiima´genes por F+ de los conjuntos
medibles de Up {
F−1+ (β) : β es un conjunto medible de Up
}
.
Y consideraremos en esta σ–a´lgebra la probabilidad dada para cada β medible de Uzp por
Pˆ (F−1+ (β)) = P(β) .
Proposicio´n 1.75 F+ es medible y exhaustiva.
Demostracio´n. Por definicio´n.
Ejemplo 1.76 Si consideramos definida, por ejemplo, la probabilidad uniforme en U2 del
ejemplo 1.7 entonces la probabilidad en U4 es
Pˆ(β) = P(F+(β))
para cada β medible de U4.
Por otra parte, para cada u ∈ Uzp notamos por Fˆ u la aplicacio´n
Fˆ u : W zpn −→ W pn
definida para cada w ∈ W zpn por
Fˆ u(w) = wˆ∗ .
Observacio´n 1.77 Consideramos ahora en W zpn la σ–a´lgebra de antiima´genes por Fˆ
u de los
conjuntos medibles de W pn{(
Fˆ u
)−1
(β) : β es un conjunto medible de W pn
}
.
Proposicio´n 1.78 Fˆ u es medible y exhaustiva, para cada u ∈ Uzp.
Demostracio´n. Por definicio´n.
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Consideremos la familia de aplicaciones
ℵˆ =
(
ℵˆu
)
u∈Uzp
tales que
ℵˆu : W zpn −→ Wn × (m). . . ×Wn
es la aplicacio´n definida por
ℵˆu(w) = ℵu+(wˆ∗)
para cada u ∈ Uzp y cada w ∈ W zpn .
Y consideremos asimismo en W zpn la familia de probabilidades
(Pu)u∈Uzp
dadas por las aplicaciones anteriores y las funciones de densidad
(fˆu)u∈Uzp
definidas por
fˆu(w) = fu+(w)
para cada w ∈ Wn × (m). . . ×Wn.
Proposicio´n 1.79 Las funciones fˆu anteriores esta´n bien definidas.
Demostracio´n. Ya que fu+ es una funcio´n de densidad, para cada u ∈ Uzp.
Proposicio´n 1.80 La funcio´n de densidad uniforme de la extensio´n media es tambie´n unifor-
me.
Demostracio´n. Puesto que
fˆu(w) = fu+(w) =
(
(n− 1)!√
n
)m
para cada w ∈ Wn × (m). . . ×Wn.
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Proposicio´n 1.81 Para cada u ∈ Uzp
ℵˆu = ℵF+(u) ◦ Fˆ u .
Demostracio´n. Puesto que
ℵˆu(w) = ℵu+(wˆ∗) = ℵF+(u)(Fˆ u(w)) = (ℵF+(u) ◦ Fˆ u)(w)
para cada u ∈ Uzp y cada w ∈ W zpn .
Proposicio´n 1.82 Para cada u ∈ Uzp y cada j = 1, . . . ,m,
ℵˆuj
es un vector aleatorio.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.75, 1.78 y 1.81.
Proposicio´n 1.83 Para cada u ∈ Uzp, la probabilidad asociada a la extensio´n media es
Pˆu
(
(Fˆ u)−1(β)
)
= Pˆu+(β)
para cada β medible de W zpn .
Demostracio´n. Puesto que
Pˆu
(
(Fˆ u)−1(β)
)
=
∫
(ℵ◦Fˆ )((Fˆu)−1(β))
fˆu(w) dVˆ =
∫
ℵ(β)
fu+(w) dV = Pˆu+(β)
para cada β medible de W pn .
Ejemplo 1.84 Si consideramos los ejemplos 1.70 y 1.73 y suponemos que la funcio´n de recuento
ℵ es
ℵu(w) = (w1, w2)
para cada w ∈ W4 ×W4, tenemos que
ℵˆ(0.4,0.3,0.2,0.1)

0.4 0.3 0.2 0.1
0.3 0.2 0.1 0.4
0.2 0.1 0.4 0.3
0.1 0.4 0.3 0.2
 = ℵ(0.6,0,4)
(
0.333 0.233 0.267 0.167
0.250 0.250 0.150 0.350
)
=
(
(0.333, 0.233, 0.267, 0.167), (0.250, 0.250, 0.150, 0.350)
)
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Consideremos ahora la familia de aplicaciones
Rˆ = (Rˆu)u∈Up
tales que para cada u ∈ Uzp
Rˆu : W zpn × N −→ Nn ⊆ Rn
es la aplicacio´n definida por
Rˆui (w, k) = R
u+
i (wˆ
∗, k)
para cada i ∈ N , cada w ∈ W zpn y cada k ∈ N.
En particular, podemos considerar tambie´n para cada u ∈ Uzp y cada k ∈ N la aplicacio´n
Rˆu,k : W zpn −→ Nn ⊆ Rn
definida por
Rˆu,k(w) = Rˆu(w, k)
para cada w ∈ W zpn .
Proposicio´n 1.85 Para cada u ∈ Uzp y cada k ∈ N
Rˆu,k = RFˆ (u),k ◦ Fˆ u .
Demostracio´n. Puesto que para cada u ∈ Uzp y cada i ∈ N
Rˆu,ki (w) = Rˆ
u
i (w, k) = R
u+
i (wˆ
∗, k) = Ru+,ki (wˆ
∗) = RFˆ (u),ki (Fˆ
u(w)) = (R
Fˆ (u),k
i ◦ Fˆ u)(w)
para cada w ∈ W zpn y cada k ∈ N.
Proposicio´n 1.86 Para cada u ∈ Up y cada k ∈ N,
Ru,k
es un vector aleatorio.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.75, 1.78 y 1.85.
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Ejemplo 1.87 Consideramos el sistema electoral para n = 2 candidaturas y p = 2 circuns-
cripciones que asigna todos los representantes –salvo empates– a la candidatura de voto mayor
en la circunscripcio´n de peso superior cuando se han de elegir k = 6 representantes.
Entonces, dada la tabla de pesos y votos
i=1 i=2 i=3 i=4
j=1 0.4 0.4 0.3 0.2 0.1
j=2 0.3 0.3 0.2 0.1 0.4
j=3 0.2 0.2 0.1 0.4 0.3
j=4 0.1 0.1 0.4 0.3 0.2
como hab´ıamos visto en el ejemplo 1.73, la tabla anterior se reduce a
i=1 i=2 i=3 i=4
j=1 0.6 0.333 0.233 0.267 0.167
j=2 0.4 0.250 0.250 0.350 0.150
Por tanto, como las circunscripciones tienen pesos
0.6 y 0.4 ,
es la primera circunscripcio´n la de peso mayor. Y, en e´sta, como los votos son
0.333 , 0.233 , 0.267 y 0.167 ,
la primera es la de voto mayor y, por tanto, los 6 representantes son asignados a la primera
candidatura
i=1 i=2 i=3 i=4
6 0 0 0
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Proposicio´n 1.88 (N, ℵˆ, Rˆ) es un sistema electoral asociado a (Pˆ , Pˆ).
Demostracio´n. En primer lugar, por 1.82 y 1.86, tanto las aplicaciones ℵˆuj para cada j =
1, . . . ,m como las aplicaciones Rˆu,k son vectores aleatorios.
El axioma de exhaustividad es trivial, ya que
Rˆu1(w, k) + . . .+ Rˆ
u
n(w, k) = R
u+
1 (wˆ
∗, k) + . . .+Ru+n (wˆ
∗, k) = k
para cada u ∈ Uzp, cada w ∈ W zpn y cada k ∈ N, por el axioma de exhaustividad de R.
El axioma del voto nulo se deduce de que si w1i = . . . = w
zp
i = 0 entonces
(wˆ∗)ji = u
∗
1w
j
i + . . .+ u
∗
zw
(z−1)p+j
i = 0
para cada j ∈ P y, por el axioma del voto nulo para R, se obtiene que
Rˆui (w, k) = R
u+
i (wˆ
∗, k) = 0
para cada u ∈ Uzp, cada w ∈ W zpn y cada k ∈ N.
Para el de simetr´ıa, por el axioma de simetr´ıa de R y por 1.69 y 1.71, para cada permutacio´n
pi de P+, cada i ∈ N , cada w ∈ W zpn y cada k ∈ N
Rˆupii (w
pi, k) = R
(upi)+
i
(
(̂wpi)
∗
, k
)
= R
(u+)pi
i ((wˆ
∗)pi, k) = Ru+i (wˆ
∗, k) = Rˆui (w, k)
casi seguro u ∈ Up.
Y en el de imparcialidad, por el axioma de imparcialidad de R y por 1.71, para cada permu-
tacio´n ν de N , cada i ∈ N , cada u ∈ Up y cada k ∈ N
Rˆuν(i)(wν , k) = R
u+
ν(i)
(
(̂wν)
∗
, k
)
= R
u+
ν(i) ((wˆ
∗)ν , k) = R
u+
i (wˆ
∗, k) = Rˆui (w, k)
casi seguro w ∈ W zpn .
Definicio´n 1.89 El sistema electoral
(N, ℵˆ, Rˆ)
asociado a
(Pˆ , Pˆ)
se denomina la extensio´n media del sistema electoral (N,ℵ, R) asociado a (P,P).
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Por abuso de lenguaje, hablaremos de extensio´n media
Rˆ
en N asociada a Pˆ con funcio´n de recuento media ℵˆ o de extensio´n media Rˆ simplemente, si
no hay peligro de confusio´n.
Por tanto, la extensio´n media Rˆ opera como el sistema electoral R, pero sobre u+ y wˆ
∗ en
lugar de u y w.
Definicio´n 1.90 Las aplicaciones
ℵˆu
se denominan funciones de recuento medias; las aplicaciones
Rˆu ,
reglas electorales medias; y las aplicaciones
Rˆu,k ,
leyes electorales medias.
Proposicio´n 1.91 Para cada u ∈ Uzp y cada i ∈ N
rˆui (w, k) = r
u+
i (wˆ
∗, k)
para cada w ∈ W zpn y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Ya que
rˆui (w, k) =
Rˆui (w, k)
k
=
R
u+
i (wˆ
∗, k)
k
= r
u+
i (wˆ
∗, k)
para cada u ∈ Uzp, cada i ∈ N , cada w ∈ W zpn y cada k ∈ N.
Ejemplo 1.92 Continuando con el ejemplo 1.87, dividiendo por 6 se obtiene la siguiente tabla
de representantes relativos:
i=1 i=2 i=3 i=4
1 0 0 0
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Consideremos ahora un sistema electoral
(N,ℵ, R)
asociado a (Pˆ , Pˆ).
Podemos considerar entonces su extensio´n media
(N, ℵˆ, Rˆ)
asociada a (Pˆ , Pˆ) y la extensio´n media de e´sta
(N,
̂ˆℵ, ̂ˆR)
asociada a (
̂ˆ
P ,
̂ˆP).
Y podemos considerar tambie´n la extensio´n media directa del sistema electoral inicial
(N,
ˆˆℵ, ˆˆR)
asociada a (
ˆˆ
P,
ˆˆP).
En consonancia con la simbolog´ıa anterior, y cometiendo un pequen˜o abuso de notacio´n, utili-
zaremos los s´ımbolos simples para los conceptos de las primeras extensiones medias anteriores
y los s´ımbolos dobles para los de la u´ltima extensio´n media.
Proposicio´n 1.93
̂ˆ
P =
ˆˆ
P .
Demostracio´n. Ya que
̂ˆ
P = {1, . . . , zp, . . . , (z′−1)zp+1, . . . , z′zp} = {1, . . . , z′zp} = ˆˆP .
Proposicio´n 1.94 Para cada u ∈ Uz′zp
(u+)+ = u++ .
Demostracio´n. Ya que si
u = (u1, . . . , uz′zp) ∈ Wz′zp
entonces
u+ = (u1 + . . .+ u(z′−1)zp+1, . . . , uzp + . . .+ uz′zp)
y, por tanto,
(u+)+ = (u1 + . . .+ u(zz′−1)p+1, . . . , up + . . .+ uz′zp) = u++
para cada u ∈ Uz′zp.
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Proposicio´n 1.95 Para cada u ∈ Uz′zp y cada w ∈ W z′zpn
(̂wˆ∗)
∗
= ˆˆw∗∗ .
Demostracio´n. Ya que si
w =

w11 . . . w
z′zp
1
...
...
w1n . . . w
z′zp
n
 ∈ W z′zpn
entonces
((̂wˆ∗)
∗
)ji = (u+)
∗
1(wˆ
∗)ji + . . .+ (u+)
∗
z′(wˆ
∗)(z
′−1)zp+j
i =
(u+)
∗
1(u
∗
1w
j
i + . . .+ u
∗
zw
(z−1)p+j
i ) + . . .+ (u+)
∗
z′(u
∗
1w
(z′−1)zp+j
i + . . .+ u
∗
zw
(z′−1)zp+(z−1)p+j
i ) =
(u+)
∗
1u
∗
1w
j
i + . . .+(u+)
∗
1u
∗
zw
(z−1)p+j
i + . . .+(u+)
∗
z′u
∗
1w
(z′−1)zp+j
i + . . .+(u+)
∗
z′u
∗
zw
(z′−1)zp+(z−1)p+j
i =
(u+)
∗
1u
∗
1w
j
i + . . .+(u+)
∗
z′u
∗
1w
(z′−1)zp+j
i + . . .+(u+)
∗
1u
∗
zw
(z−1)p+j
i + . . .+(u+)
∗
z′u
∗
zw
(z′−1)zp+(z−1)p+j
i =
( ˆˆw∗∗)ji
para cada u ∈ Uz′zp, cada w ∈ W z′zpn , cada i ∈ N y cada j ∈ P .
Proposicio´n 1.96 Para cada u ∈ Uz′zp, cada w ∈ W z′zpn y cada i ∈ N
(̂ℵˆ)
u
i (w) =
ˆˆℵui (w) .
Demostracio´n. Puesto que, aplicando 1.94 y 1.95, se tiene que
(̂ℵˆ)
u
i (w) = ℵˆu+i (wˆ∗) = ℵ(u+)+i ((̂wˆ∗)
∗
) = ℵu++i ( ˆˆw∗∗) = ˆˆℵui (w)
para cada u ∈ Uz′zp, cada w ∈ W z′zpn y cada i ∈ N .
Proposicio´n 1.97 Para cada u ∈ Uz′zp, cada w ∈ W z′zpn y cada i ∈ N
(̂Rˆ)
u
i (w, k) =
ˆˆ
Rui (w, k) .
Demostracio´n. Ya que, por 1.94 y 1.95, se tiene que
(̂Rˆ)
u
i (w, k) = Rˆ
u+
i (wˆ
∗, k) = R(u+)+i
(
(̂wˆ∗)
∗
, k
)
= R
u++
i
(
ˆˆw∗∗, k
)
=
ˆˆ
Rui (w, k)
para cada u ∈ Uz′zp, cada w ∈ W z′zpn , cada k ∈ N y cada i ∈ N .
Proposicio´n 1.98 La extensio´n media de una extensio´n media es otra extensio´n media.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.96 y 1.97.
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1.2.1 Sistemas electorales medios
Definicio´n 1.99 Los sistemas electorales que son extensio´n media de sistemas electorales
simples se denominan sistemas electorales medios. Y tenemos los sistemas electorales or-
dinales medios, de cuotas medios y de divisores medios y sus casos particulares.
Tenemos, por tanto, que los pesos son
u+ = 1 y u
∗
1 = u1, . . . , u
∗
p = up
para cada u ∈ Up; y que los votos son los votos medios
wˆ∗ = wˆ
para cada u ∈ Up y cada w ∈ W pn .
Adema´s, la probabilidad en Up es la trivial:
Pˆ(Up) = 1 y Pˆ(∅) = 0 .
Igualmente, como u+ = 1, las funciones de recuento son todas iguales
ℵ̂u(w) = ℵ(wˆ)
para cada u ∈ Up y cada w ∈ W pn ; la funcio´n de densidad es u´nica
fˆ(w) = f(w)
para cada w ∈ Wn; y las probabilidades en W pn son
P̂u
(
(Fˆ u)−1β
)
= P(β)
para cada u ∈ Up y cada β medible de Wn.
Corolario 1.100 Para cada u ∈ Up, cada i ∈ N , cada w ∈ W pn y cada k ∈ N, la regla electoral
media es
Rˆui (w, k) = Ri(wˆ, k) .
Corolario 1.101 Para cada u ∈ Up, cada i ∈ N , cada w ∈ W pn y cada k ∈ N, la regla electoral
relativa media es
rˆui (w, k) = ri(wˆ, k) .
La funcio´n de densidad usual sera´ la uniforme, que es la considerada en los ejemplos que siguen.
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Proposicio´n 1.102 En los sistemas ordinales medios, si wˆi es el hi–e´simo voto medio de wˆ
Rˆui (w, k) = chi(k)
para cada u ∈ Up, cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn .
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.33 y 1.100.
Corolario 1.103 (a) En el sistema mayoritario puro medio,
Rˆui (w, k) =
{
k , si wˆi > wˆh para cada h 6= i ,
0 , si wˆh < wˆi para algu´n h 6= i ,
para cada u ∈ Up, cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn .
(b) En el sistema igualitario puro medio,
Rˆui (w, k) =

[
k
n
]
+ 1 , si wˆi es uno de los k − n
[
k
n
]
votos mayores de wˆ ,[
k
n
]
, si wˆi no es uno de los k − n
[
k
n
]
votos mayores de wˆ ,
para cada u ∈ Up, cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn .
Proposicio´n 1.104 En los sistemas ordinales medios, si wˆi es el hi–e´simo voto medio de wˆ
rˆui (w, k) =
chi(k)
k
para cada u ∈ Up, cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn .
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.35 y 1.101.
Corolario 1.105 (a) En el sistema mayoritario puro medio,
rˆui (w, k) =
{
1 , si wi > wh para cada h 6= i ,
0 , si wh < wi para algu´n h 6= i ,
para cada u ∈ Up, cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn .
(b) En el sistema igualitario puro medio,
rˆui (w, k) =

[
k
n
]
+ 1
k
, si wˆi es uno de los k − n
[
k
n
]
votos mayores de wˆ ,[
k
n
]
k
, si wi no es uno de los k − n
[
k
n
]
votos mayores de wˆ ,
para cada u ∈ Up, cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn .
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Observacio´n 1.106 La regla relativa mayoritaria pura media no depende de k.
Proposicio´n 1.107 En los sistemas de cuotas medios con
qk ∈
(
1
k + 1
,
1
k
]
,
Rˆui (w, k) =

[
wˆi
qk
]
+ 1 , si
wˆi
qk
−
[
wˆi
qk
]
es uno de los mayores restos ,[
wˆi
qk
]
, si
wˆi
qk
−
[
wˆi
qk
]
no es uno de los mayores restos ,
para cada u ∈ Up, cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn .
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.45 y 1.100.
Corolario 1.108 En el sistema de los mayores restos medio,
Rˆui (w, k) =
{
[kwˆi] + 1 , si kwˆi − [kwˆi] es uno de los mayores restos ,
[kwˆi] , si kwˆi − [kwˆi] no es uno de los mayores restos ,
para cada u ∈ Up, cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn .
Proposicio´n 1.109 En los sistemas de cuotas medios con
qk ∈
(
1
k + 1
,
1
k
]
,
rˆui (w, k) =

[
wˆi
qk
]
+ 1
k
, si
wˆi
qk
−
[
wˆi
qk
]
es uno de los mayores restos ,[
wˆi
qk
]
k
, si
wˆi
qk
−
[
wˆi
qk
]
no es uno de los mayores restos ,
para cada u ∈ Up, cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn .
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.47 y 1.101.
Corolario 1.110 En el sistema de los mayores restos medio,
rˆui (w, k) =

[kwˆi] + 1
k
, si kwˆi − [kwˆi] es uno de los mayores restos ,
[kwˆi]
k
, si kwˆi − [kwˆi] no es uno de los mayores restos ,
para cada u ∈ Up, cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn .
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Proposicio´n 1.111 En los sistemas de divisores medios con
(gd)d≥1
estrictamente creciente, existe x0 ∈ (0, 1) tal que
Rˆui (w, k) =
[
g−1
(
wˆi
x0
)]
para cada u ∈ Up, cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn .
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.62 y 1.100.
Corolario 1.112 En las reglas de divisores lineales medios con
gd = d+ s
y s > −1, existe x0 ∈ (0, 1) tal que
Rˆui (w, k) =
[
wˆi
x0
− s
]
para cada u ∈ Up, cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn .
Proposicio´n 1.113 En las reglas de divisores medios con
(gd)d≥1
estrictamente creciente, existe x0 ∈ (0, 1) tal que
rˆui (w, k) =
[
g−1
(
wˆi
x0
)]
k
para cada u ∈ Up, cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn .
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.64 y 1.101.
Corolario 1.114 En las reglas de divisores lineales medios con
gd = d+ s
y s > −1, existe x0 ∈ (0, 1) tal que
rˆui (w, k) =
[
wˆi
x0
− s
]
k
para cada u ∈ Up, cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn .
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Ejemplo 1.115 Consideremos la tabla
i=1 i=2 i=3 i=4
j=1 0.6 0.4 0.3 0.2 0.1
j=2 0.4 0.1 0.2 0.3 0.4
y supongamos que se aplica el sistema electoral medio de Hondt con k = 6 representantes a
elegir.
Entonces los votos medios son
wˆ1 = 0.6 · 0.4 + 0.4 · 0.1 = 0.28
wˆ2 = 0.6 · 0.3 + 0.4 · 0.2 = 0.26
wˆ3 = 0.6 · 0.2 + 0.4 · 0.3 = 0.24
wˆ4 = 0.6 · 0.1 + 0.4 · 0.4 = 0.22
con lo que, teniendo en cuenta que la tabla de cocientes respectivos es
i=1 i=2 i=3 i=4
d=1 0.280 0.260 0.240 0.220
d=2 0.140 0.130 0.120 0.110
d=3 0.093 0.087 0.080 0.073
d=4 0.070 0.065 0.060 0.055
se obtiene la tabla de representantes
i=1 i=2 i=3 i=4
2 2 1 1
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1.3 Suma de sistemas electorales
En la seccio´n anterior hemos introducido una manera de definir nuevos sistemas electorales a
partir de uno ya dado. Si bien la forma de proceder en dicho caso es la ma´s natural desde el
punto de vista racional, no es el caso que suele darse en los ejemplos pra´cticos. En e´stos, la
situacio´n ma´s frecuente es que la reparticio´n se haga por separado en cada una de las circuns-
cripciones, previa reparticio´n del nu´mero de representantes a elegir entre ellas. En esta seccio´n
formalizaremos esta idea, considerando el caso ma´s general de un sistema electoral simple que
reparte los representantes primero entre las circunscripciones y unos sistemas electorales que
los distribuyen despue´s entre las diferentes candidaturas.
Sean P 1, . . . , P z unos conjuntos finitos y P+ = P 1 ∪ . . . ∪ P z.
Entonces, dados unos sistemas electorales asociados a (P 1,P1), . . . , (P z,Pz)
(N,ℵ1, R1), . . . , (N,ℵz, Rz)
respectivamente y un sistema electoral simple
(Z,ℵ0, R0) ,
el objetivo es definir un nuevo sistema electoral asociado a (P+,P+)
(N,ℵ+, R+) .
Por comodidad de notacio´n, supondremos que
P 1 = {1, . . . , p1}, . . . , P z = {p1 + . . .+ pz−1 + 1, . . . , p1 + . . .+ pz}
con lo que, en particular, sera´
P+ = {1, . . . , p1, . . . , p1 + . . .+ pz−1 + 1, . . . , p1 + . . .+ pz} .
Ejemplo 1.116 Consideremos un sistema electoral R formado por dos circunscripciones
{1, 2} .
Entonces, si consideramos un nuevo conjunto de 4 circunscripciones y unimos por ejemplo la
primera con la segunda y la tercera con la cuarta, se obtienen de nuevo dos circunscripciones{{1, 2}, {3, 4}} ,
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Dado un vector
u = (u1, . . . , up1 , . . . , up1+...+pz−1+1, . . . , up1+...+pz) ∈ Up1+...+pz ,
podemos considerar el vector
u+ = (u1 + . . .+ up1 , . . . , up1+...+pz−1+1 + . . .+ up1+...+pz) ∈ Uz
y los vectores
u∗1 =
(
u1
u+1
, . . . ,
up1
u+1
)
∈ Up1 , . . . , u∗z =
(
up1+...+pz−1+1
u+z
, . . . ,
up1+...+pz
u+z
)
∈ Upz .
Proposicio´n 1.117 (a) Para cada permutacio´n pi de P+ y cada u ∈ Up1+...+pz
(upi)
+ = (u+)pi .
(b) Para cada permutacio´n pi de P+ y cada u ∈ Up1+...+pz
(upi)
∗
j = (u
∗
j)pi .
Demostracio´n. (a) Puesto que para cada permutacio´n pi de P+ y cada u ∈ Up1+...+pz
(upi)
+ = (upi(1) + . . .+ upi(p1), . . . , upi(p1+...+pz−1+1) + . . .+ upi(p1+...+pz)) = (u
+)pi .
(b) Dado que para cada permutacio´n pi de P+
(upi)
∗
j =
(
upi(p1+...+pj−1+1)
u+j
, . . . ,
upi(p1+...+pj)
u+j
)
= (u∗j)pi
para cada j ∈ Z y cada u ∈ Up1+...+pz .
Ejemplo 1.118 Continuando con el ejemplo 1.116, dada la tabla de pesos de U4
j=1 j=2 j=3 j=4
0.4 0.3 0.2 0.1
sumando los pesos de las dos primeras y de las dos u´ltimas circunscripciones, obtenemos que
u+ = (0.4 + 0.3, 0.2 + 0.1) = (0.7, 0.3)
y
u∗1 =
(
0.4
0.7
,
0.3
0.7
)
= (0.57, 0.43) y u∗2 =
(
0.2
0.3
,
0.1
0.3
)
= (0.67, 0.33) .
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Asimismo, dada la matriz
w =

w11 . . . w
p1
1 . . . w
p1+...+pz−1+1
1 . . . w
p1+...+pz
1
...
...
...
...
w1n . . . w
p1
n . . . w
p1+...+pz−1+1
n . . . w
p1+...+pz
n
 ∈ W p1+...+pzn
podemos considerar las matrices
w1 =

w11 . . . w
p1
1
...
...
w1n . . . w
p1
n
 ∈ W p1n
...
...
...
wz =

w
p1+...+pz−1+1
1 . . . w
p1+...+pz
1
...
...
wp1+...+pz−1+1n . . . w
p1+...+pz
n
 ∈ W pzn .
Proposicio´n 1.119 (a) Para cada permutacio´n ν de N , cada j ∈ Z y cada w ∈ W p1+...+pzn
(wν)
j = (wj)ν .
(b) Para cada permutacio´n pi de P+, cada j ∈ Z y cada w ∈ W p1+...+pzn
(wpi)j = (wj)pi .
Demostracio´n. (a) Ya que para cada permutacio´n ν de N y cada j ∈ Z
(wν)
j =

w
p1+...+pj−1+1
ν(1) . . . w
p1+...+pj
ν(1)
...
...
w
p1+...+pj−1+1
ν(n) . . . w
p1+...+pj
ν(n)
 = (wj)ν
para cada w ∈ W p1+...+pzn .
(b) Puesto que para cada permutacio´n pi de P+ y cada j ∈ Z
(wpi)j =

w
pi(p1+...+pj−1+1)
1 . . . w
pi(p1+...+pj)
1
...
...
w
pi(p1+...+pj−1+1)
n . . . w
pi(p1+...+pj)
n
 = (wj)pi
para cada w ∈ W p1+...+pzn .
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Proposicio´n 1.120 Para cada u ∈ Up1+...+pz , cada w ∈ W p1+...+pzn y cada i ∈ N
u+1 ·
(
u∗1 · w1i
)
+ . . .+ u+z · (u∗z · wzi ) = wˆi .
Demostracio´n. Puesto que para cada i ∈ N
u+1 ·
(
u∗1 · w1i
)
+ . . .+ u+z · (u∗z · wzi ) =
u+1
(
u1
u+1
w1i + . . .+
up1
u+1
wp1i
)
+. . .+u+z
(
up1+...+pz−1+1
u+z
w
p1+...+pz−1+1
i + . . .+
up1+...+pz
u+z
wp1+...+pzi
)
= u1w
1
i + . . .+ up1w
p1
i + . . .+ up1+...+pz−1+1w
p1+...+pz−1+1
i + . . .+ up1+...+pzw
p1+...+pz
i = wˆi
para cada u ∈ Up1+...+pz y cada w ∈ W p1+...+pzn .
Ejemplo 1.121 Dada la tabla de votos de W 44
i=1 i=2 i=3 i=4
j=1 0.4 0.4 0.3 0.2 0.1
j=2 0.3 0.3 0.2 0.1 0.4
j=3 0.2 0.2 0.1 0.4 0.3
j=4 0.1 0.1 0.4 0.3 0.2
tomando los pesos calculados en 1.118 y los votos de las correspondientes circunscripciones por
separado, se obtienen las dos tablas de votos de W 24
i=1 i=2 i=3 i=4
j=1 0.57 0.4 0.3 0.2 0.1
j=2 0.43 0.3 0.2 0.1 0.4
y
i=1 i=2 i=3 i=4
j=1 0.67 0.2 0.1 0.4 0.3
j=2 0.33 0.1 0.4 0.3 0.2
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Consideremos las aplicaciones
F+ : Up1+...+pz −→ Uz y F ∗j : Up1+...+pz −→ Upj
definidas para cada u ∈ Up1+...+pz por
F+(u) = u+ y F ∗j (u) = u
∗
j
para cada j = 1, . . . , z, respectivamente.
Observacio´n 1.122 Consideraremos entonces en Up1+...+pz la σ–a´lgebra generada por las an-
tiima´genes de conjuntos medibles de Uz por F
+ y de Upj por F
∗
j para cada j = 1, . . . , z, es
decir, la generada por el producto cartesiano de las antiima´genes de conjuntos medibles de Uz
y de Upj para cada j = 1, . . . , z:(
σ
(
(F+)−1(β0)× (F ∗1 )−1(β1)× . . .× (F ∗z )−1(βz)
))
(β0,β1,...,βz)∈Uz×Up1×...×Upz
y consideraremos en la anterior σ–a´lgebra la probabilidad P+ producto
P+ = P0 ⊗ P1 ⊗ . . .⊗ Pz .
Proposicio´n 1.123 (a) F+ es medible.
(b) F ∗j es medible, para cada j ∈ Z.
Demostracio´n. Por definicio´n.
Consideremos asimismo para cada j = 1, . . . , z la aplicacio´n
F j : W p1+...+pzn −→ W pjn
definida para cada w ∈ W p1+...+pzn por
F j(w) = wj .
Observacio´n 1.124 Consideraremos entonces en W p1+...+pzn la σ–a´lgebra producto de las σ–
a´lgebras de F j para cada j = 1, . . . , z, es decir, la generada por el producto cartesiano de las
antiima´genes por F j de los conjuntos medibles de W
pj
n para cada j = 1, . . . , z:(
σ
(
(F 1)−1(β1)× . . .× (F z)−1(βz)
))
(β1,...,βz)∈W p1n ×...×W pzn .
Proposicio´n 1.125 F j es medible y exhaustiva, para cada j = 1, . . . , z.
Demostracio´n. Por definicio´n.
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Consideremos asimismo la familia de aplicaciones
ℵ+ = ((ℵ+)u)
u∈Up1+...+pz
tales que para cada u ∈ Up1+...+pz
(ℵ+)u : W p1+...+pzn −→ Wn × (m1+...+mz). . . ×Wn
es la aplicacio´n definida para cada w ∈ W p1+...+pzn por
(ℵ+)u(w) = ((ℵ1)u∗1(w1), . . . , (ℵz)u∗z(wz)) .
Y consideremos asimismo en W p1+...+pzn la familia de probabilidades
(P+)u∈Up1+...+pz
dadas por las aplicaciones anteriores y las funciones de densidad definidas para cada w ∈
Wn × (m1+...+mz). . . ×Wn por
(f+)u(w) = (f 1)u
∗
1(w1) · . . . · (f z)u∗z(wz) .
Proposicio´n 1.126 Las funciones (f+)u anteriores esta´n bien definidas.
Demostracio´n. Ya que, por ser (f 1)u
∗
1 , . . . , (f z)u
∗
z funciones de densidad,∫
Wn×(m1+...+mz)... ×Wn
(f+)u(w) dV + =
∫
Wn×(m1+...+mz)... ×Wn
(f 1)u
∗
1(w1) · . . . · (f z)u∗z(wz) dV + =∫
Wn×(m1)... ×Wn
(f 1)u
∗
1(w1) dV 1 · . . . ·
∫
Wn×(mz)... ×Wn
(f z)u
∗
z(wz) dV z = 1 · . . . · 1 = 1
y
(f+)u(w) = (f 1)u
∗
1(w1) · . . . · (f z)u∗z(wz) ≥ 0
para cada w ∈ Wn × (m1+...+mz). . . ×Wn.
Proposicio´n 1.127 La funcio´n de densidad suma de sistemas electorales con funciones de
densidad uniformes es uniforme.
Demostracio´n. Puesto que
(f+)u(w) = (f 1)u
∗
1(w1)·. . .·(f z)u∗z(wz) =
(
(n− 1)!√
n
)m1
. . .
(
(n− 1)!√
n
)mz
=
(
(n− 1)!√
n
)m1+...+mz
para cada w ∈ Wn × (m1+...+mz). . . ×Wn.
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Proposicio´n 1.128 Para cada u ∈ Up1+...+pz
(ℵ+)u = ((ℵ1)F ∗1 (u) ◦ F 1, . . . , (ℵz)F ∗z (u) ◦ F z) .
Demostracio´n. Puesto que para cada u ∈ Up1+...+pz
(ℵ+)u(w) = ((ℵ1)u∗1(w1), . . . , (ℵz)u∗z(wz)) = ((ℵ1)F ∗1 (u) (F 1(w)) , . . . , (ℵz)F ∗z (u) (F z(w))) =((
(ℵ1)F ∗1 (u) ◦ F 1) (w), . . . , ((ℵz)F ∗z (u) ◦ F z) (w)) = ((ℵ1)F ∗1 (u) ◦ F 1, . . . , (ℵz)F ∗z (u) ◦ F z) (w)
para cada w ∈ W p1+...+pzn .
Proposicio´n 1.129 Para cada u ∈ Up1+...+pz y cada j = 1, . . . ,m
(ℵ+)uj
es un vector aleatorio.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.123, 1.125 y 1.128.
Proposicio´n 1.130 Para cada u ∈ Up1+...+pz , la probabilidad de la suma es la probabilidad
producto
P+u = P1u∗1 ⊗ . . .⊗ Pzu∗z .
Demostracio´n. Puesto que la funcio´n de densidad de la suma es el producto de las funciones
de densidad de cada uno por definicio´n.
Ejemplo 1.131 Si consideramos los ejemplos 1.118 y 1.121 y las funciones de recuento
(ℵ1)u(w) = (ℵ2)u(w) = (w1, w2)
para cada w ∈ W4 ×W4, tenemos que
(ℵ+)(0.4,0.3,0.2,0.1)

0.4 0.3 0.2 0.1
0.3 0.2 0.1 0.4
0.2 0.1 0.4 0.3
0.1 0.4 0.3 0.2
 =
(
ℵ(0.57,0.43)
(
0.4 0.3 0.2 0.1
0.3 0.2 0.1 0.4
)
,ℵ(0.67,0.33)
(
0.2 0.1 0.4 0.3
0.1 0.4 0.3 0.2
))
=(
(0.4, 0.3, 0.2, 0.1), (0.3, 0.2, 0.1, 0.4), (0.2, 0.1, 0.4, 0.3), (0.1, 0.4, 0.3, 0.2)
)
.
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Consideremos ahora la familia de aplicaciones
R+ =
(
(R+)u
)
u∈Up1+...+pz
tales que para cada u ∈ Up1+...+pz
(R+)u : W p1+...+pzn × N −→ Nn ⊆ Rn
es la aplicacio´n definida para cada i ∈ N , cada w ∈ W p1+...+pzn y cada k ∈ N por
(R+)ui (w, k) = (R
1)
u∗1
i
(
w1, R01(u
+, k)
)
+ . . .+ (Rz)
u∗z
i
(
wz, R0z(u
+, k)
)
.
En particular, podemos considerar tambie´n para cada u ∈ Up1+...+pz la aplicacio´n obtenida a
partir de la anterior fijando el valor de k ∈ N
(R+)u,k : W p1+...+pzn −→ Nn ⊆ Rn
definida para cada w ∈ W p1+...+pzn y cada k ∈ N por
(R+)u,k(w) = (R+)u(w, k) .
Proposicio´n 1.132 Para cada u ∈ Up1+...+pz y cada k ∈ N
(R+)u,k = (R1)F
∗
1 (u),R
0
1(F
+(u),k) ◦ F 1 + . . .+ (Rz)F ∗z (u),R0z(F+(u),k) ◦ F z .
Demostracio´n. Puesto que
(R+)u,ki (w) = (R
+)ui (w, k) = (R
1)
u∗1
i
(
w1, R01(u
+, k)
)
+ . . .+ (Rz)
u∗z
i
(
wz, R0z(u
+, k)
)
=
(R1)
F ∗1 (u)
i
(
F1(w), R
0
1(F
+(u), k)
)
+ . . .+ (Rz)
F ∗z (u)
i
(
Fz(w), R
0
z(F
+(u), k)
)
=
(R1)
F ∗1 (u),R01(F+(u),k)
i (F1(w)) + . . .+ (R
z)
F ∗z (u),R0z(F+(u),k)
i (Fz(w)) =(
(R1)
F ∗1 (u),R01(F+(u),k)
i ◦ F 1
)
(w) + . . .+
(
(Rz)
F ∗z (u),R0z(F+(u),k)
i ◦ F z
)
(w) =(
(R1)
F ∗1 (u),R01(F+(u),k)
i ◦ F 1 + . . .+ (Rz)F
∗
z (u),R
0
z(F
+(u),k)
i ◦ F z
)
(w)
para cada u ∈ Up1+...+pz , cada i ∈ N , cada k ∈ N y cada w ∈ W p1+...+pzn .
Proposicio´n 1.133 Para cada u ∈ Up y cada k ∈ N
Ru,k
es un vector aleatorio.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.123, 1.125 y 1.132.
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Ejemplo 1.134 Consideremos la suma respecto del sistema electoral simple de los mayores
restos de los dos sistemas electorales iguales que asignan todos los representantes a la candi-
datura de mayor voto en la circunscripcio´n de peso superior y supongamos que el nu´mero de
representantes a elegir es k = 6. Entonces, dada la tabla del ejemplo 1.121
i=1 i=2 i=3 i=4
j=1 0.4 0.4 0.3 0.2 0.1
j=2 0.3 0.3 0.2 0.1 0.4
j=3 0.2 0.2 0.1 0.4 0.3
j=4 0.1 0.1 0.4 0.3 0.2
la cuota para el sistema electoral simple de los mayores restos es
1
6
= 0.167 e inicialmente
corresponden 4 y 1 representantes a cada circunscripcio´n. Pero como los restos son 0.333 y
0.133 respectivamente, el representante adicional se asigna a la segunda circunscripcio´n y la
tabla final de representantes de las circunscripciones queda
j=1 j=2
4 2
Entonces, teniendo en cuenta las tablas obtenidas en dicho ejemplo
i=1 i=2 i=3 i=4
j=1 0.57 0.4 0.3 0.2 0.1
j=2 0.43 0.3 0.2 0.1 0.4
y
i=1 i=2 i=3 i=4
j=1 0.67 0.2 0.1 0.4 0.3
j=2 0.33 0.1 0.4 0.3 0.2
los cuatro representantes correspondientes al primer sistema electoral son asignados a la pri-
mera candidatura mientras que los dos representantes del segundo se otorgan a la tercera
candidatura. Por tanto, la tabla de representantes totales es
i=1 i=2 i=3 i=4
4 0 2 0
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Proposicio´n 1.135 (N,ℵ+, R+) es un sistema electoral asociado a (P+,P+).
Demostracio´n. En primer lugar, por 1.129 y 1.133, tanto las aplicaciones ((ℵ)+)uj para cada
j = 1, . . . ,m como (R+)u,k son vectores aleatorios.
El axioma de exhaustividad se deduce de los axiomas de exhaustividad de R0 y de R1, . . . , Rz
y de que
(R+)u1(w, k)+. . .+(R
+)un(w, k) =
z∑
j=1
(Rj)
u∗1
1
(
w1, R0j (u
+, k)
)
+. . .+
z∑
j=1
(Rj)u
∗
z
n
(
wz, R0j (u
+, k)
)
=
n∑
i=1
(R1)
u∗1
i
(
w1, R01(u
+, k)
)
+ . . .+
n∑
i=1
(Rz)
u∗z
i
(
wz, R0z(u
+, k)
)
= R01
(
u+, k
)
+ . . .+R0z
(
u+, k
)
= k
para cada u ∈ Up1+...+pz , cada w ∈ W p1+...+pzn y cada k ∈ N.
En cuanto al axioma del voto nulo, si w1i = . . . = w
p1+...+pz
i = 0 entonces, por el axioma del
voto nulo de R1, . . . , Rz,
(R+)ui (w, k) = (R
1)
u∗1
i
(
w1, R0(u+, k)
)
+ . . .+ (Rz)
u∗z
i
(
wz, R0(u+, k)
)
= 0 + . . .+ 0 = 0
para cada u ∈ Up1+...+pz , cada w ∈ W p1+...+pzn y cada k ∈ N.
Para el de simetr´ıa, por el axioma de simetr´ıa de R0 y R1, . . . , Rz y por 1.117 y 1.119, agru-
pando los valores de los mismos sistemas electorales (reordenando si es necesario), para cada
permutacio´n pi de P+, cada i ∈ N , cada w ∈ W p1+...+pzn y cada k ∈ N
(R+)upii (w
pi, k) = (Rj1)
(upi)∗j1
i
(
(wpi)j1 , R0j1((upi)
+, k)
)
+ . . .+ (Rjz)
(upi)∗jz
i
(
(wpi)jz , R0jz((upi)
+, k)
)
=
(Rj1)
(u∗j1 )pi
i (
(
wj1)pi, R0j1((u
+)pi, k)
)
+ . . .+ (Rjz)
(u∗jz )pi
i (
(
wjz)pi, R0jz((u
+)pi, k)
)
=
(R1)
u∗1
i
(
w1, R01(u
+, k)
)
+ . . .+ (Rz)
u∗z
i
(
wz, R0z(u
+, k)
)
= (R+)ui (w, k)
casi seguro u ∈ Up1+...+pz .
Y para el de imparcialidad, por el axioma de imparcialidad de R0 y de R1, . . . , Rz y por 1.119,
para cada permutacio´n ν de N , cada i ∈ N , cada u ∈ Up1+...+pz y cada k ∈ N
(R+)uν(i)(wν , k) = (R
1)
u∗1
ν(i)
(
(wν)
1, R01(u
+, k)
)
+ . . .+ (Rz)
u∗z
ν(i)
(
(wν)
z, R0z(u
+, k)
)
=
(R1)
u∗1
ν(i)
(
(w1)ν , R
0
1(u
+, k)
)
+ . . .+ (Rz)
u∗z
ν(i)
(
(wz)ν , R
0
z(u
+, k)
)
=
(R1)
u∗1
i
(
w1, R01(u
+, k)
)
+ . . .+ (Rz)
u∗z
i
(
wz, R0z(u
+, k)
)
= (R+)ui (w, k)
casi seguro w ∈ W p1+...+pzn .
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Definicio´n 1.136 El sistema electoral
(N,ℵ+, R+)
asociado a
(P+,P+)
se denomina la suma de los sistemas electorales
(N,ℵ1, R1), . . . , (N,ℵz, Rz)
asociados a
(P 1,P1), . . . , (P z,Pz)
respecto del sistema electoral simple
(Z,ℵ0, R0) .
Por abuso de lenguaje, hablaremos de sistema electoral suma
R+
en N asociado a P+ con funcio´n de recuento suma ℵ+ respecto del sistema electoral simple
R0 o de sistema electoral suma R+ respecto del sistema electoral simple R0 simplemente, si no
hay peligro de confusio´n.
Por tanto, la suma distribuye primero los representantes en cada circunscripcio´n usando el
sistema electoral simple R0 y suma despue´s los obtenidos por cada candidatura en las diversas
circunscripciones.
Definicio´n 1.137 Las aplicaciones
(ℵ+)u
se denominan funciones de recuento suma; las aplicaciones
(R+)u ,
reglas electorales suma; y las aplicaciones
(R+)u,k ,
leyes electorales suma.
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Proposicio´n 1.138 Para cada u ∈ Up1+...+pz y cada i ∈ N ,
(r+)ui (w, k) = r
0
1
(
u+, k
) · (r1)u∗1i (w1, R01(u+, k))+ . . .+ r0z (u+, k) · (rz)u∗zi (wz, R0z(u+, k))
para cada w ∈ W p1+...+pzn y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Ya que
(r+)ui (w, k) =
(R+)ui (w, k)
k
=
(R1)
u∗1
i (w
1, R01(u
+, k)) + . . .+ (Rz)
u∗z
i (w
z, R0z(u
+, k))
k
=
R01 (u
+, k)
k
· (R
1)
u∗1
i (w
1, R01(u
+, k))
R01 (u
+, k)
+ . . .+
R0z (u
+, k)
k
· (R
z)
u∗z
i (w
z, R01(u
+, k))
R0z (u
+, k)
=
r01
(
u+, k
) · (r1)u∗1i (w1, R01(u+, k))+ . . .+ r0z (u+, k) · (rz)u∗zi (wz, R0z(u+, k))
para cada u ∈ Up1+...+pz , cada i ∈ N , cada w ∈ W p1+...+pzn y cada k ∈ N, puesto que si
k = 0 o R0j (u
+
j , k) = 0
para algu´n j ∈ Z entonces las correspondientes fracciones son 0 por la propia definicio´n de
regla electoral relativa y se sigue cumpliendo asimismo la igualdad.
Observacio´n 1.139 Las fo´rmulas anteriores pueden escribirse matricialmente en la forma
(r+)u1(w, k)
...
(r+)un(w, k)
 =

(r1)
u∗1
1 (w
1, R01(u
+, k)) . . . (rz)
u∗z
1 (w
z, R0z(u
+, k))
...
...
(r1)
u∗1
n (w1, R01(u
+, k)) . . . (rz)
u∗z
n (wz, R0z(u
+, k))


r01 (u
+, k)
...
r0z (u
+, k)

para cada u ∈ Up1+...+pz , cada w ∈ W p1+...+pzn y cada k ∈ N.
Ejemplo 1.140 Continuando con el ejemplo 1.134, dividiendo por 6 se obtiene la siguiente
tabla de representantes relativos:
i=1 i=2 i=3 i=4
0.667 0 0.333 0
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Dados unos sistemas electorales asociados respectivamente a (P 1,P1), . . . , (P z,Pz)
(N,ℵ1, R1), . . . , (N,ℵz, Rz) ,
podemos considerar sus extensiones medias asociadas a (P̂ 1, P̂1), . . . , (P̂ z, P̂z) respectivamente
(N, ℵ̂1, R̂1), . . . , (N, ℵ̂z, R̂z)
y la suma de e´stas respecto de uno simple (Z,ℵ0, R0) asociada a (Pˆ+, Pˆ+)
(N, ℵˆ+, Rˆ+) .
Asimismo, podemos considerar tambie´n la suma de los sistemas electorales iniciales asociada
a (P+,P+) respecto del mismo sistema electoral simple anterior (Z,ℵ0, R0)
(N,ℵ+, R+)
y la extensio´n media asociada a (P̂+, P̂+) de dicha suma
(N, ℵ̂+, R̂+) .
Proposicio´n 1.141 Pˆ+ = P̂+.
Demostracio´n. Ya que
Pˆ+ = {1, . . . , z′p1, . . . , z′p1 + . . .+ z′pz−1) + 1, . . . , z′p1 + . . .+ z′pz} =
{1, . . . , p1 + . . .+ pz, . . . , (z′ − 1)(p1 + . . .+ pz) + 1, . . . , z′(p1 + . . .+ pz)} = P̂+
donde P = {1, . . . , p} y Z = {1, . . . , z}.
Proposicio´n 1.142 (a) Para cada u ∈ Uz′(p1+...+pz)
(u+)
+ = (u+)+ .
(b) Para cada j ∈ Z y cada u ∈ Uz′(p1+...+pz)
(u+)
∗
j = (u
∗
j)+ .
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Demostracio´n. Puesto que para cada
u = (u1, . . . , uz′p1 , . . . , uz′(p1+...+pz−1)+1, . . . , uz′(p1+...+pz)) ∈ Uz′(p1+...+pz)
las componentes j–e´simas de u+ y u
+ son
uz′(p1+...+pj−1)+1 + . . .+ uz′(p1+...+pj−1)+(z′−1)pj+1, . . . , uz′(p1+...+pj−1)+pj + . . .+ uz′(p1+...+pj)
y
uz′(p1+...+pj−1)+1 + . . .+ uz′(p1+...+pj−1)+pj , . . . , uz′(p1+...+pj−1)+(z′−1)pj+1 + . . .+ uz′(p1+...+pj)
respectivamente, por lo que las componentes j–e´simas tanto de (u+)
+ como de (u+)+ son
uz′(p1+...+pj−1)+1 + . . .+ uz′(p1+...+pj) .
(b) Ya que para cada j ∈ Z
u∗j =
(
uz′(p1+...+pj−1)+1
uz′(p1+...+pj−1)+1 + . . .+ uz′(p1+...+pj)
, . . . ,
uz′(p1+...+pj)
uz′(p1+...+pj−1)+1 + . . .+ uz′(p1+...+pj)
)
de donde se deduce que
(u∗j)+ = (u+)
∗
j
ya que (u∗j)+ se obtiene sumando las fracciones de u
∗
j de forma alternativa y (u+)
∗
j dividiendo
por uz′(p1+...+pj−1)+1 + . . .+ uz′(p1+...+pj) la expresio´n del apartado anterior de u+.
Proposicio´n 1.143 Para cada j ∈ Z, cada u ∈ Uz′(p1+...+pz) y cada w ∈ W z
′(p1+...+pz)
n
(wˆ∗)j = (̂wj)
∗
.
Demostracio´n. Ya que, dada una matriz arbitraria
w =

w11 . . . w
p1+...+pz
1 . . . w
z′(p1+...+pz−1)+1
1 . . . w
z′(p1+...+pz)
1
...
...
...
...
w1n . . . w
p1+...+pz
n . . . w
z′(p1+...+pz−1)+1
n . . . w
z′(p1+...+pz)
n
 ∈ W z′(p1+...+pz)n ,
tenemos que (
(wˆ∗)j
)h
i
=
u∗z′(p1+...+pj−1)+hw
z′(p1+...+pj−1)+h
i + . . .+ u
∗
z′(p1+...+pj−1)+(z′−1)pj+hw
z′(p1+...+pj−1)+(z′−1)pj+h
i
=
(
(̂wj)
∗)h
i
para cada h = 1, . . . , pj y cada i ∈ N , puesto que los valores anteriores se calculan internamente
en cada Upj , para cada j ∈ Z.
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Proposicio´n 1.144 Para cada u ∈ Uz′(p1+...+pz)
(ℵ̂+)u(w) = (ℵˆ+)u(w) ,
para cada w ∈ W z′(p1+...+pz)n .
Demostracio´n. Ya que, por 1.142 y 1.143,
(ℵ̂+)u(w) = (ℵ+)u+(wˆ∗) = ((ℵ1)(u+)∗1((wˆ∗)1), . . . , (ℵz)(u+)∗z((wˆ∗)z)) =(
(ℵ1)(u∗1)+(ŵ1∗), . . . , (ℵz)(u∗z)+(ŵz∗)
)
=
(
(ℵ̂1)u∗1(w1), . . . , (ℵ̂z)u∗z(wz)
)
= (ℵˆ+)u(w)
para cada u ∈ Uz′(p1+...+pz) y cada w ∈ W z
′(p1+...+pz)
n .
Proposicio´n 1.145 Para cada u ∈ Uz′(p1+...+pz) y cada i ∈ N
(R̂+)ui (w, k) = (Rˆ
+)ui (w, k) ,
para cada w ∈ W z′(p1+...+pz)n y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Ya que, por 1.142 y 1.143,
(R̂+)ui (w, k) = (R
+)
u+
i (wˆ
∗, k) =
(R1)
(u+)∗1
i
(
(wˆ∗)1, R01((u+)
+, k)
)
+ . . .+ (Rz)
(u+)∗z
i
(
(wˆ∗)z, R0z((u+)
+, k)
)
=
(R1)
(u∗1)+
i
(
ŵ1
∗
, R01((u
+)+, k)
)
+ . . .+ (Rz)
(u∗z)+
i
(
ŵz
∗
, R0z((u
+)+, k)
)
=
(R̂1)
u∗1
i
(
w1, R01(u
+, k)
)
+ . . .+ (R̂z)
u∗z
i
(
wz, R0z(u
+, k)
)
= (Rˆ+)ui (w, k)
para cada u ∈ Uz′(p1+...+pz), cada i ∈ N , cada w ∈ W z
′(p1+...+pz)
n y cada k ∈ N.
Proposicio´n 1.146 La extensio´n media de la suma de sistemas electorales respecto de uno
simple es igual a la suma de las extensiones medias de los sistemas electorales respecto de dicho
sistema electoral simple.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.144 y 1.145.
Corolario 1.147 La extensio´n media de sistemas electorales suma respecto de uno simple es
igual a la suma de los sistemas electorales medios respecto de dicho sistema electoral simple.
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1.3.1 Sistemas electorales suma
Definicio´n 1.148 Los sistemas electorales obtenidos como suma de sistemas electorales sim-
ples (N,ℵ1, R1), . . . , (N,ℵ, Rp) respecto de otro simple (P,ℵ0, R0) los denominaremos sistemas
electorales suma.
As´ı, los pesos son
u+ = u y u∗1 = 1, . . . , u
∗
p = 1
para cada u ∈ Up; y los votos –que escribiremos en filas por ser de sistemas electorales simples–,
w1 = (w
1
1, . . . , w
1
n), . . . , wp = (w
p
1, . . . , w
p
n)
para cada w ∈ W pn .
Adema´s, la probabilidad en Up es
P+ = P0 .
Por su parte, las funciones de recuento suma son
(ℵ+)u(w) = (ℵ1(w1), . . . ,ℵp(wp))
para cada u ∈ Up y cada w ∈ W pn ; las funciones de densidad
(f+)u(w) = f 1(w1) · . . . · fp(wp)
para cada u ∈ Up y cada w ∈ Wn × (p). . .×Wn; y las probabilidades en W pn
P+u = P1 ⊗ . . .⊗ Pp
para cada u ∈ Up.
Observacio´n 1.149 Es interesante remarcar que las funciones de recuento suma, las funciones
de densidad suma y la probabilidad suma no dependen del vector de pesos u considerado.
Normalmente consideraremos la funcio´n de densidad uniforme, que sera´ la que se supone en
todos los ejemplos siguientes.
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Corolario 1.150 Para cada u ∈ Up y cada i ∈ N , la regla electoral suma es
(R+)ui (w, k) = R
1
i (w1, R
0
1(u, k)) + . . .+R
p
i (wp, R
0
p(u, k))
para cada w ∈ W pn y cada k ∈ N.
Corolario 1.151 Para cada u ∈ Up y cada i ∈ N , la regla electoral relativa suma es
(r+)ui (w, k) = r
0
1(u, k) · r1i (w1, R01(u, k)) + . . .+ r0p(u, k) · rpi (wp, R0p(u, k))
para cada w ∈ W pn y cada k ∈ N.
Observacio´n 1.152 Las fo´rmulas anteriores pueden escribirse matricialmente en la forma
(r+)u1(w, k)
...
(r+)un(w, k)
 =

r11(w1, R
0
1(u, k)) . . . r
p
1(wp, R
0
p(u, k))
...
...
r1n(w1, R
0
1(u, k)) . . . r
p
n(wp, R
0
p(u, k))


r01(u, k)
...
r0p(u, k)

para cada u ∈ Up, cada w ∈ W pn y cada k ∈ N.
Observacio´n 1.153 Si bien en los sistemas electorales suma no es necesario que los sistemas
electorales simples sean todos iguales, e´ste es el caso ma´s frecuente en la pra´ctica.
En particular, podemos tomar cada uno de los diferentes ejemplos de sistemas electorales
simples y considerar su sistema electoral suma respecto de uno simple cualquiera, con lo que
obtenemos los sistemas electorales ordinales suma, de cuotas suma y de divisores suma,
as´ı como cada uno de sus diversos casos particulares.
Proposicio´n 1.154 En los sistemas ordinales suma, si wji es el h
j
i–e´simo voto de wj
(R+)ui (w, k) =
p∑
j=1
cj
hji
(R0j (u, k))
para cada u ∈ Up, cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn .
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.33 y 1.150.
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Corolario 1.155 En el sistema mayoritario puro suma, siHi es el conjunto de circunscripciones
donde wji es el voto mayor de wj
(R+)ui (w, k) =
∑
j∈Hi
R0j (u, k)
para cada u ∈ Up, cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn .
(b) En el sistema igualitario puro suma, si hi es el nu´mero de circunscripciones donde w
j
i es
uno de los k − n [ k
n
]
votos mayores de wj
(R+)ui (w, k) = hi + p
[
k
n
]
para cada u ∈ Up, cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn .
Proposicio´n 1.156 En los sistemas ordinales suma, si wji es el h
j
i–e´simo voto de wj
(r+)ui (w, k) =
p∑
j=1
cj
hji
(R0j (u, k))
k
=
p∑
j=1
r0j (u, k) ·
cj
hji
(R0j (u, k))
R0j (u, k)
para cada u ∈ Up, cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn .
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.33 y 1.150.
Corolario 1.157 En el sistema mayoritario puro suma, siHi es el conjunto de circunscripciones
donde wji es el voto mayor de wj
(r+)ui (w, k) =
∑
j∈Hi
r0j (u, k)
para cada u ∈ Up, cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn .
(b) En el sistema igualitario puro suma, si hi es el nu´mero de circunscripciones donde w
j
i es
uno de los k − n [ k
n
]
votos mayores de wj
(r+)ui (w, k) =
hi + p
[
k
n
]
k
= r0j (u, k) ·
hi
R0j (u, k)
+ p
p∑
j=1
r0j (u, k) ·
[
k
n
]
R0j (u, k)
para cada u ∈ Up, cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn .
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Proposicio´n 1.158 En los sistemas de cuotas suma con qk ∈
(
1
k+1
, 1
k
]
, si hi es el nu´mero de
circunscripciones donde
wji
q
R0j (u,k)
−
[
wji
q
R0j (u,k)
]
es uno de los mayores restos
(R+)ui (w, k) = hi +
p∑
j=1
[
wji
qR0j (u,k)
]
para cada u ∈ Up, cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn .
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.45 y 1.150.
Corolario 1.159 En el sistema de los mayores restos, si hi es el nu´mero de circunscripciones
donde R0j (u, k)w
j
i −
[
R0j (u, k)w
j
i
]
es uno de los mayores restos
(R+)ui (w, k) = hi +
p∑
j=1
[
R0j (u, k)w
j
i
]
para cada u ∈ Up, cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn .
Proposicio´n 1.160 En los sistemas de cuotas suma con qk ∈
(
1
k+1
, 1
k
]
, si hi es el nu´mero de
circunscripciones donde
wji
q
R0j (u,k)
−
[
wji
q
R0j (u,k)
]
es uno de los mayores restos
(r+)ui (w, k) =
hi +
p∑
j=1
[
wji
q
R0j (u,k)
]
k
= r0j (u, k) ·
hi
R0j (u, k)
+
p∑
j=1
r0j (u, k) ·
[
wji
q
R0j (u,k)
]
R0j (u, k)
para cada u ∈ Up, cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn .
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.47 y 1.151.
Corolario 1.161 En el sistema de los mayores restos, si hi es el nu´mero de circunscripciones
donde R0j (u, k)w
j
i −
[
R0j (u, k)w
j
i
]
es uno de los mayores restos
(r+)ui (w, k) =
hi +
p∑
j=1
[
R0j (u, k)w
j
i
]
k
= r0j (u, k) ·
hi
R0j (u, k)
+
p∑
j=1
r0j (u, k) ·
[
R0j (u, k)w
j
i
]
R0j (u, k)
para cada u ∈ Up, cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn .
Sistemas electorales 93
Proposicio´n 1.162 En los sistemas de divisores suma con (gd)d≥1 estrictamente creciente,
existe xj0 ∈ (0, 1) para cada j ∈ P tal que
(R+)ui (w, k) =
p∑
j=1
[
g−1
(
wji
xj0
)]
para cada u ∈ Up, cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn .
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.62 y 1.150.
Corolario 1.163 En los sistemas de divisores lineales suma con gd = d + s y s > −1, existe
xj0 ∈ (0, 1) para cada j ∈ P tal que
(R+)ui (w, k) =
p∑
j=1
[
wji
xj0
− s
]
para cada u ∈ Up, cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn .
Proposicio´n 1.164 En los sistemas de divisores suma con (gd)d≥1 estrictamente creciente,
existe xj0 ∈ (0, 1) para cada j ∈ P tal que
(r+)ui (w, k) =
p∑
j=1
[
g−1
(
wji
xj0
)]
k
=
p∑
j=1
r0j (u, k) ·
[
g−1
(
wji
xj0
)]
R0j (u, k)
para cada i ∈ N , cada u ∈ Up, cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn .
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.64 y 1.151.
Corolario 1.165 En los sistemas de divisores lineales suma con gd = d + s y s > −1, existe
xj0 ∈ (0, 1) para cada j ∈ P tal que
(r+)ui (w, k) =
p∑
j=1
[
wi
xj0
− s
]
k
=
p∑
j=1
r0j (u, k) ·
[
wji
xj0
− s
]
R0j (u, k)
para cada u ∈ Up, cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn .
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Ejemplo 1.166 Consideremos el sistema mayoritario puro suma respecto del sistema electoral
simple de los mayores restos para n = 4 candidaturas, p = 2 circunscripciones y k = 6
representantes a elegir aplicado a la tabla
i=1 i=2 i=3 i=4
j=1 0.6 0.4 0.3 0.2 0.1
j=2 0.4 0.1 0.2 0.3 0.4
En primer lugar, la cuota para la regla de los mayores restos es
1
6
= 0.167 por lo que inicialmente
corresponden 3 representantes a la primera circunscripcio´n y 2 a la segunda. Entonces, los restos
para la primera y la segunda circunscripcio´n son 0.100 y 0.067 respectivamente, con lo que el
representante que queda por asignar corresponde a la primera circunscripcio´n y se obtiene la
tabla final de representantes de las circunscripciones
j=1 j=2
4 2
Finalmente, los 4 representantes correspondientes a la primera circunscripcio´n se asignan a la
primera candidatura y los 2 de la segunda a la u´ltima candidatura, que son las mayoritarias en
ambas circunscripciones respectivamente. Entonces, las tablas parciales de representantes son
i=1 i=2 i=3 i=4
4 0 0 0
y
i=1 i=2 i=3 i=4
0 0 0 2
y la tabla final de representantes obtenida es, pues,
i=1 i=2 i=3 i=4
4 0 0 2
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1.4 Sistema electoral inducido
En esta seccio´n definimos un nuevo sistema electoral a partir de uno dado cuando se restringe
el nu´mero de candidaturas. En este caso, adema´s de comenzar definiendo dicho concepto,
estudiamos su relacio´n con las dos operaciones introducidas en las secciones precedentes para
terminar igualmente exponiendo como puede utilizarse para analizar lo que suceder´ıa en unas
elecciones si las diferentes candidaturas se coaligaran previamente entre ellas de alguna cierta
forma.
Sea N un conjunto finito y N ′ ⊆ N un subconjunto suyo. Por comodidad de notacio´n, supon-
dremos que
N ′ = {1, . . . , n′} ,
con n′ ≤ n.
Entonces, dado un sistema electoral
(N,ℵ, R)
asociado a (P,P), el objetivo es definir un nuevo sistema electoral
(N ′,ℵ′, R′)
asociado igualmente a (P,P).
Esto significa, en particular, que tanto los conjuntos P y Up como la probabilidad P sera´n los
mismos.
Ejemplo 1.167 Dado el sistema electoral para n = 6 candidaturas que asigna todos los
representantes a la candidatura cuyo voto en la circunscripcio´n con peso mayor es superior a
cualquiera de los otros, se trata de definir un nuevo sistema electoral para n′ = 4 candidaturas.
As´ı, si por ejemplo el vector de pesos de dos circunscripciones es
j=1 j=2
0.6 0.4
tomaremos este mismo vector de pesos en el nuevo sistema electoral que pretendemos definir.
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Dada una matriz arbitraria
w =

w11 . . . w
p
1
...
...
w1n′ . . . w
p
n′
 ∈ W pn′
podemos considerar la matriz
w′ =

w11 . . . w
p
1
...
...
w1n′ . . . w
p
n′
0 . . . 0
...
...
0 . . . 0

∈ W pn
obtenida a partir de la anterior completando con ceros las filas n′ + 1, . . . , n.
Proposicio´n 1.168 Para cada u ∈ Up, cada w ∈ W pn′ y cada i ∈ N
ŵ′i =
wˆi , si i ∈ N ′ ;0 , si i /∈ N ′ .
Demostracio´n. Por la propia definicio´n de w′.
Ejemplo 1.169 Dada la tabla de votos siguiente
i=1 i=2 i=3 i=4
j=1 0.6 0.4 0.3 0.2 0.1
j=2 0.4 0.1 0.2 0.3 0.4
completando esta tabla con ceros se obtiene la nueva tabla de votos
i=1 i=2 i=3 i=4 i=5 i=6
j=1 0.6 0.4 0.3 0.2 0.1 0 0
j=2 0.4 0.1 0.2 0.3 0.4 0 0
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Proposicio´n 1.170 (a) Si ν es una permutacio´n de N ′ y ν ′ es una permutacio´n de N que
permuta los elementos de N ′ de la misma forma que ν entonces, para cada w ∈ W pn′
(wν)
′ = (w′)ν′ .
(b) Si pi es una permutacio´n arbitraria de P entonces, para cada w ∈ W pn′
(wpi)′ = (w′)pi .
Demostracio´n. (a) Puesto que
(wν)
′ =

w1ν(1) . . . w
p
ν(1)
...
...
w1ν(n′) . . . w
p
ν(n′)
0 . . . 0
...
...
0 . . . 0

= (w′)ν′
para cada w ∈ W pn′ .
(b) Puesto que
(wpi)′ =

w
pi(1)
1 . . . w
pi(p)
1
...
...
w
pi(1)
n′ . . . w
pi(p)
n′
0 . . . 0
...
...
0 . . . 0

= (w′)pi
para cada w ∈ W pn′ .
Observacio´n 1.171 En la proposicio´n anterior, ν ′ es cualquier permutacio´n de N que permuta
los elementos de N ′ de la misma forma que ν.
Obviamente, existen diversas posibilidades para ν ′. Sin embargo, como veremos ma´s adelante,
para nuestros propo´sitos sera´ suficiente con saber que existen permutaciones como la anterior.
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Consideremos la aplicacio´n
F ′ : W pn′ −→ W pn
definida para cada w ∈ W pn′ por
F ′(w) = w′ .
Consideramos en W pn′ la σ–a´lgebra de las antiima´genes de conjuntos medibles de Wn:{
(F ′)−1(β) : β es un conjunto medible de W pn
}
.
Proposicio´n 1.172 F ′ es medible e inyectiva.
Demostracio´n. Por definicio´n.
Y podemos considerar tambie´n la aplicacio´n
T ′ : Wn × (m). . . ×Wn −→ Wn′ × (m). . . ×Wn′
definida para cada w ∈ Wn × (m). . . ×Wn por
T ′(w1, . . . , wp) =
(
w1|n′ , . . . , w
p
|n′
)
,
siendo w1|n′ , . . . , w
p
|n′ las matrices obtenidas suprimiendo las componentes de la n
′+1 en adelante
de w1, . . . , wp, respectivamente.
Proposicio´n 1.173 T ′ ◦ F ′ = I|Wn′ .
Demostracio´n. Puesto que
(T ′ ◦ F ′)(w) = T ′(F ′(w)) = T ′(w′) = w′|n′ = w
para cada w ∈ Wn′ .
Proposicio´n 1.174 T ′ es medible y exhaustiva.
Demostracio´n. Por definicio´n.
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Consideremos ahora la familia de aplicaciones
ℵ′ = ((ℵ′)u)u∈Up
tales que para cada u ∈ Up
(ℵ′)u : W pn′ −→ Wn′ × (m). . . ×Wn′
es la aplicacio´n definida para cada w ∈ W pn′ por
(ℵ′)u(w) = T ′ (ℵu(w′)) .
Proposicio´n 1.175 Cualquier otra forma de definir
(ℵ′)u ,
pero an˜adiendo los ceros de cualquier otro modo, es igual a la aplicacio´n (ℵ′)u definida ante-
riormente.
Demostracio´n. Por la simetr´ıa de la funcio´n de recuento.
Y consideremos asimismo en W pn′ la familia de probabilidades
(Pu)u∈Up
dadas por las aplicaciones anteriores y las funciones de densidad definidas para cada w ∈
Wn′ × (m). . . ×Wn′
(f ′)u(w) =
fu(w′)∫
Wn′×(m)... ×Wn′ f
u(w′) dV
.
Proposicio´n 1.176 Las funciones (f ′)u anteriores esta´n bien definidas.
Demostracio´n. Puesto que∫
Wn′×(m)... ×Wn′
(f ′)u(w) dV =
∫
Wn′×(m)... ×Wn′
fu(w′)∫
Wn′×(m)... ×Wn′ f
u(w′) dV
=
∫
Wn′×(m)... ×Wn′ f
u(w′) dV∫
Wn′×(m)... ×Wn′ f
u(w′) dV
= 1
y
(f ′)u(w) =
fu(w′)∫
Wn′×(m)... ×Wn′ f
u(w′) dV
≥ 0
para cada w ∈ Wn′ × (p). . .×Wn′ .
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Proposicio´n 1.177 La funcio´n de densidad inducida por otro sistema electoral con funcio´n
de densidad uniforme es tambie´n uniforme.
Demostracio´n. En efecto, tenemos que la nueva funcio´n de densidad es
(f ′)u(w) =
fu(w′)∫
Wn′×(m)... ×Wn′ f
u(w′) dV
=
(
(n− 1)!√
n
)m
∫
Wn′×(m)... ×Wn′
(
(n− 1)!√
n
)m
dV
=
(
(n− 1)!√
n
)m
(
(n− 1)!√
n
)m (∫
Wn′
dV
)m = 1( √
n′
(n′ − 1)!
)m = ((n′ − 1)!√
n′
)m
para cada w ∈ Wn′ × (m). . . ×Wn′ .
Proposicio´n 1.178 Para cada u ∈ Up
(ℵ′)u = T ′ ◦ ℵu ◦ F ′ .
Demostracio´n. Puesto que para cada u ∈ Up
(ℵ′)u(w) = T ′ (ℵu(w′)) = T ′ (ℵu(F ′(w))) = (T ′ ◦ ℵu ◦ F ′)(w)
para cada w ∈ W pn′ .
Proposicio´n 1.179 Para cada u ∈ Up y cada j = 1, . . . ,m
(ℵ′)uj
es un vector aleatorio.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.172, 1.174 y 1.178.
Ejemplo 1.180 Si consideramos el ejemplo 1.11, tenemos que
(ℵ′)(0.6,0.4)
(
0.4 0.3 0.2 0.1
0.1 0.2 0.3 0.4
)
= T ′
(
ℵ(0.6,0,4)
(
0.4 0.3 0.2 0.1 0 0
0.1 0.2 0.3 0.4 0 0
))
=
T ′
(
(0.4, 0.3, 0.2, 0.1, 0, 0), (0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0, 0)
)
=
(
(0.4, 0.3, 0.2, 0.1), (0.1, 0.2, 0.3, 0.4)
)
.
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Consideremos ahora la familia de aplicaciones
R′ = ((R′)u)u∈Up
tales que para cada u ∈ Up
(R′)u : W pn′ × N −→ Nn
′ ⊆ Rn′
es la aplicacio´n definida para cada i ∈ N ′, cada w ∈ W pn′ y cada k ∈ N por
(R′)ui (w, k) = R
u
i (w
′, k) .
Y tenemos tambie´n la aplicacio´n obtenida a partir de la anterior fijando el valor de k ∈ N
(R′)u,k : W pn′ −→ Nn
′ ⊆ Rn′
definida para cada u ∈ Up, cada k ∈ N y cada w ∈ W pn′ por
(R′)u,k(w) = (R′)u(w, k) .
Proposicio´n 1.181 Para cada u ∈ Up, cada k ∈ N y cada i ∈ N ′
(R′)u,k = Ru,k ◦ F ′ .
Demostracio´n. Puesto que
(R′)u,k(w) = (R′)u(w, k) = Ru(w′, k) = Ru,k(w′) = Ru,k(F ′(w)) = (Ru,k ◦ F ′)(w)
para cada w ∈ W pn′ .
Proposicio´n 1.182 Ru,k es un vector aleatorio, para cada u ∈ Up y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.172, 1.174 y 1.181.
Proposicio´n 1.183 Cualquier otra forma de definir (R′)u, pero an˜adiendo los ceros de cual-
quier otro modo, es igual casi seguro a la aplicacio´n (R′)u anteriormente definida.
Demostracio´n. Puesto que, por el axioma de imparcialidad de R, el nu´mero de represen-
tantes que corresponde a cada candidatura depende u´nicamente de su voto y no de que´ lugar
ocupe, salvo conjuntos de probabilidad cero.
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Ejemplo 1.184 Consideremos el sistema electoral simple con n = 6 candidaturas y k = 4
representantes que asigna todos los representantes a la candidatura de voto superior en la
circunscripcio´n de peso mayor.
Entonces, a partir de la tabla de pesos y votos para n′ = 4 candidaturas
i=1 i=2 i=3 i=4
j=1 0.6 0.4 0.3 0.2 0.1
j=2 0.4 0.1 0.2 0.3 0.4
construimos una nueva tabla an˜adiendo ceros en las dos u´ltimas columnas como vimos ya en
el ejemplo 1.169
i=1 i=2 i=3 i=4 i=5 i=6
j=1 0.6 0.4 0.3 0.2 0.1 0 0
j=2 0.4 0.1 0.2 0.3 0.4 0 0
Entonces, puesto que el peso de la primera circunscripcio´n –0.6– es superior al de la segunda
–0.4– y el voto de la primera candidatura en la primera circunscripcio´n –0.4– es mayor que el
del resto –0.3, 0.2 y 0.1– obtenemos la tabla de representantes
i=1 i=2 i=3 i=4 i=5 i=6
4 0 0 0 0 0
y, en consecuencia, la tabla definitiva de representantes queda
i=1 i=2 i=3 i=4
4 0 0 0
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Proposicio´n 1.185 Para cada i ∈ N −N ′, cada u ∈ Up, cada w ∈ W pn′ y cada k ∈ N
(R′)ui (w, k) = 0 .
Demostracio´n. Ya que w′n′+1 = . . . = w
′
n = (0, . . . , 0) de donde, por el axioma del voto nulo
(R′)ui (w, k) = R
u
i (w
′, k) = 0
para cada i ∈ N −N ′, cada u ∈ Up, cada w ∈ W pn′ y cada k ∈ N.
Proposicio´n 1.186 (N ′,ℵ′, R′) es un sistema electoral asociado a (P,P).
Demostracio´n. En primer lugar, por 1.179 y 1.182, las aplicaciones ((ℵ)′)uj para cada j =
1, . . . ,m y (R′)u,k son vectores aleatorios.
Para el axioma de exhaustividad, tenemos que
(R′)u1(w, k) + . . .+ (R
′)un′(w, k) = R
u
1(w
′, k) + . . .+Run′(w
′, k) = k
por el axioma de exhaustividad de R y porque Rui (w
′, k) = 0 para cada i = n′ + 1, . . . , n por
1.185.
Para el axioma del voto nulo, so´lo hay que tener en cuenta que si wji = 0 para cada j ∈ P
entonces
(R′)ui (w, k) = R
u
i (w
′, k) = 0
por el axioma del voto nulo de R.
Para el axioma de simetr´ıa, por el axioma de simetr´ıa de R y por 1.170, para cada permutacio´n
pi de P , cada i ∈ N ′, cada w ∈ W pn′ y cada k ∈ N
(R′)upii (w
pi, k) = Rupii ((w
pi)′, k) = Rupii ((w
′)pi, k) = Rui (w
′, k) = (R′)ui (w, k)
casi seguro u ∈ Up, ya que una permutacio´n de las columnas no modifica las filas formadas
ı´ntegramente por ceros.
Y para el axioma de imparcialidad, por el axioma de imparcialidad de R y por 1.170, para
cada permutacio´n ν de N ′, cada i ∈ N ′, cada u ∈ Up y cada k ∈ N
(R′)uν(i)(wν , k) = R
u
ν(i) ((wν)
′, k) = Ruν(i) ((w
′)ν′ , k) = Rui (w
′, k) = (R′)ui (w, k)
casi seguro w ∈ W pn′ .
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Definicio´n 1.187 El sistema electoral
(N ′,ℵ′, R′)
asociado a
(P,P)
se denomina inducido en N ′ por el sistema electoral (N,ℵ, R) asociado a (P,P).
Por abuso de lenguaje, hablaremos de sistema electoral inducido en N ′
R′
con funcio´n de recuento ℵ′ o de sistema inducido R′ simplemente, si no hay peligro de confusio´n.
En consecuencia, la regla electoral inducida reparte los representantes como la regla electo-
ral original, puesto que completa con ceros y, por tanto, no deja de otorgar ninguno de los
representantes a las candidaturas.
Definicio´n 1.188 Las aplicaciones
(ℵ′)u
se denominan funciones de recuento inducidas; las aplicaciones
(R′)u ,
reglas electorales inducidas; y las aplicaciones
(R′)u,k ,
leyes electorales inducidas.
Las propiedades cuya verificacio´n para un sistema electoral dado implique que se verifiquen
asimismo para sus sistemas electorales inducidos las denominaremos hereditarias.
Proposicio´n 1.189 Para cada i ∈ N ′, cada u ∈ Up, cada w ∈ W pn′ y cada k ∈ N
(r′)ui (w, k) = r
u
i (w
′, k) .
Demostracio´n. Puesto que
(r′)ui (w, k) =
(R′)ui (w, k)
k
=
Rui (w
′, k)
k
= rui (w
′, k)
para cada i ∈ N ′, cada u ∈ Up, cada w ∈ W pn′ y cada k ∈ N.
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Corolario 1.190 Sea R un sistema electoral simple. Entonces:
(a) para cada w ∈ Wn′
w′ = (w1, . . . , wn′ , 0, . . . , 0) ∈ Wn ;
(b) para cada i ∈ N ′, cada w ∈ Wn′ y cada k ∈ N
R′i(w, k) = Ri(w
′, k) ;
(c) para cada i ∈ N ′, cada w ∈ Wn′ y cada k ∈ N
r′i(w, k) = ri(w
′, k) .
Proposicio´n 1.191 (a) El sistema electoral simple inducido de un sistema ordinal es ordinal.
(b) El sistema electoral simple inducido de un sistema de cuotas es de cuotas.
(c) El sistema electoral simple inducido de un sistema de divisores es de divisores.
Demostracio´n. (a) Puesto que, por ser wn′+1 = . . . = wn = 0, si wi es el h–e´simo voto mayor
de w entonces es tambie´n el h–e´simo peso mayor de w′ y se tiene que
R′i(w, k) = Ri(w
′, k) = cih(k)
para cada i ∈ N ′, cada w ∈ Wn′ y cada k ∈ N.
(b) Ya que, por ser wn′+1 = . . . = wn = 0, se tiene que
R′i(w, k) = Ri(w
′, k) =

[
wi
qk
]
+ 1 , si
wi
qk
−
[
wi
qk
]
es uno de los mayores restos ,[
wi
qk
]
, si
wi
qk
−
[
wi
qk
]
no es uno de los mayores restos .
para cada i ∈ N ′, cada w ∈ Wn′ y cada k ∈ N.
(c) Dado que, por ser wn′+1 = . . . = wn = 0, se tiene que
R′i(w, k) = Ri(w
′, k) =
[
w′i
x0
]
=
[
wi
x0
]
para cada i ∈ N ′, cada w ∈ Wn′ y cada k ∈ N.
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Consideremos ahora un sistema electoral
(N,ℵ, R)
asociado a (P,P).
Podemos considerar entonces su sistema electoral inducido
(N ′,ℵ′, R′)
asociado a (P,P) y la extensio´n media de e´ste
(N ′, ℵ̂′, R̂′)
asociada a (Pˆ , Pˆ).
Asimismo, podemos considerar la extensio´n media del sistema electoral inicial
(N, ℵˆ, Rˆ)
asociada a (Pˆ , Pˆ) y el sistema electoral inducido de dicha extensio´n media
(N ′, ℵˆ′, Rˆ′)
asociada a (Pˆ , Pˆ).
Proposicio´n 1.192 Para cada u ∈ Uzp y cada w ∈ W zpn′
(̂w′)
∗
= (wˆ∗)′ .
Demostracio´n. Puesto que si
w =

w11 . . . w
1
p . . . w
(z−1)p+1
1 . . . w
zp
1
...
...
...
...
w1n′ . . . w
p
n′ . . . w
(z−1)p+1
n′ . . . w
zp
n′
 ∈ W zpn′
entonces
(̂w′)
∗
=

u∗1w
1
1 + . . .+ u
∗
(z−1)p+1w
(z−1)p+1
1 . . . u
∗
pw
1
p + . . .+ u
∗
zpw
zp
1
...
...
u∗1w
1
n′ + . . .+ u
∗
(z−1)p+1w
(z−1)p+1
n′ . . . u
∗
pw
p
n′ + . . .+ u
∗
zpw
zp
n′
0 . . . 0
...
...
0 . . . 0

= (wˆ∗)′
para cada u ∈ Uzp y cada w ∈ W zpn′ .
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Proposicio´n 1.193 Para cada u ∈ Uzp y cada w ∈ W zpn′
(ℵˆ′)u(w) = ℵ̂′u(w) .
Demostracio´n. Ya que, aplicando 1.192,
(ℵˆ′)u(w) = T ′
(
ℵˆu(w′)
)
= T ′
(
ℵu+
(
(̂w′)
∗))
= T ′ (ℵu+ ((wˆ∗)′)) = (ℵ′)u+ (wˆ∗) = (ℵ̂′)u(w)
para cada u ∈ Uzp y cada w ∈ W zpn′ .
Proposicio´n 1.194 Para cada u ∈ Uzp, cada w ∈ W zpn′ , cada k ∈ N y cada i ∈ N ′
(Rˆ′)ui (w, k) = R̂′
u
i (w, k) .
Demostracio´n. Ya que, aplicando 1.192,
(Rˆ′)ui (w, k) = Rˆ
u
i (w
′, k) = Ru+i
(
(̂w′)
∗
, k
)
= R
u+
i ((wˆ
∗)′, k) = (R′)u+i (wˆ
∗, k) = R̂′
u
i (w, k)
para cada u ∈ Uzp, cada w ∈ W zpn′ , cada k ∈ N y cada i ∈ N ′.
Proposicio´n 1.195 El sistema electoral inducido de la extensio´n media coincide con la ex-
tensio´n media del sistema electoral inducido.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.193 y 1.194.
Corolario 1.196 El sistema electoral inducido de un sistema electoral medio coincide con el
sistema electoral medio de los sistemas electorales simples inducidos.
Proposicio´n 1.197 (a) El sistema electoral inducido de un sistema ordinal medio es ordinal
medio.
(b) El sistema electoral inducido de un sistema de cuotas medio es de cuotas medio.
(c) El sistema electoral inducido de un sistema de divisores medio es de divisores medio.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.191 y 1.196.
108 Aportaciones al estudio de los sistemas electorales
Consideremos ahora unos sistemas electorales
(N,ℵ1, R1), . . . , (N,ℵz, Rz)
asociados a (P 1,P1), . . . , (P z,Pz).
Podemos considerar entonces sus sistemas electorales inducidos
(N ′, (ℵ1)′, (R1)′), . . . , (N ′, (ℵz)′, (Rz)′)
asociados a (P 1,P1), . . . , (P z,Pz) y la suma de e´stos respecto de uno simple (Z,ℵ0, R0)
(N ′, (ℵ′)+, (R′)+)
asociada a (P+,P+).
Y podemos considerar tambie´n la suma respecto del mismo sistema electoral simple (Z,ℵ0, R0)
(N,ℵ+, R+)
asociada a (P+,P+) y el sistema electoral inducido de dicha suma
(N ′, (ℵ+)′, (R+)′)
asociado a (P+,P+).
Proposicio´n 1.198 Para cada j ∈ Z y cada w ∈ W p1+...+pzn′
(w′)j = (wj)
′
.
Demostracio´n. Puesto que, dada una matriz arbitraria
w =

w11 . . . w
p1
1 . . . w
p1+...+pz−1+1
1 . . . w
p1+...+pz
1
...
...
...
...
w1n′ . . . w
p1
n′ . . . w
p1+...+pz−1+1
n′ . . . w
p1+...+pz
n′
 ∈ W p1+...+pzn′
es claro que
(w′)j =

w
p1+...+pj−1+1
1 . . . w
p1+...+pj
1
...
...
w
p1+...+pj−1+1
n′ . . . w
p1+...+pj
n′
0 . . . 0
...
...
0 . . . 0

= (wj)
′
para cada j ∈ Z.
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Proposicio´n 1.199 Para cada u ∈ Up1+...+pz y cada w ∈ W p1+...+pzn′
((ℵ+)′)u(w) = ((ℵ′)+)u(w) .
Demostracio´n. En primer lugar, aplicando 1.198,
((ℵ+)′)u(w) = T ′ ((ℵ+)u(w′)) = T ′ ((ℵ1)u∗1((w′)1), . . . , (ℵz)u∗z((w′)z)) =
T ′
(
(ℵ1)u∗1((w1)′), . . . , (ℵz)u∗z((wz)′)) = (((ℵ1)′)u∗1(w1), . . . , ((ℵz)′)u∗z(wz)) = ((ℵ′)+)u(w)
para cada u ∈ Up1+...+pz y cada w ∈ W p1+...+pzn′ .
Proposicio´n 1.200 Para cada u ∈ Up1+...+pz , cada w ∈ W p1+...+pzn′ , cada k ∈ N y cada i ∈ N ′
((R+)′)ui (w, k) = ((R
′)+)ui (w, k) .
Demostracio´n. Ya que, aplicando 1.198,
((R+)′)ui (w, k) = (R
+)ui (w
′, k) = (R1)u
∗
1
i
(
(w′)1, R01(u
+, k)
)
+ . . .+ (Rz)
u∗z
i
(
(w′)z, R0z(u
+, k)
)
= (R1)
u∗1
i
(
(w1)′, R01(u
+, k)
)
+ . . .+ (Rz)
u∗z
i
(
(wz)′, R0z(u
+, k)
)
= ((R1)′)u
∗
1
i
(
w1, R01(u
+, k)
)
+ . . .+ ((Rz)′)u
∗
z
i
(
wz, R0z(u
+, k)
)
= ((R′)+)ui (w, k)
para cada u ∈ Up1+...+pz , cada w ∈ W p1+...+pzn′ , cada k ∈ N y cada i ∈ N ′.
Proposicio´n 1.201 El sistema electoral inducido de la suma de sistemas electorales respecto
de uno simple es la suma de los sistemas electorales inducidos de cada sistema electoral respecto
del mismo sistema electoral simple.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.199 y 1.200.
Corolario 1.202 El sistema electoral inducido de un sistema electoral suma respecto de uno
simple coincide con el sistema electoral suma de los sistemas electorales simples inducidos
respecto del mismo sistema electoral simple.
Proposicio´n 1.203 (a) El sistema inducido de un sistema ordinal suma es ordinal suma.
(b) El sistema inducido de un sistema de cuotas suma es de cuotas suma.
(c) El sistema inducido de un sistema de divisores suma es de divisores suma.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.191 y 1.202.
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Consideremos ahora un sistema electoral
(N,ℵ, R)
asociado a (P,P).
Podemos considerar entonces su sistema electoral inducido
(N ′,ℵ′, R′)
asociado a (P,P) y el sistema electoral inducido de e´ste
(N ′′, (ℵ′)′, (R′)′)
asociado a (P,P).
Asimismo, podemos considerar tambie´n el sistema electoral inducido directamente
(N ′′,ℵ′′, R′′)
asociado a (P,P).
Cometiendo un pequen˜o abuso de notacio´n, pero en consonancia con la simbolog´ıa anterior,
utilizaremos los s´ımbolos simples para los conceptos que aparecen en las inducciones de N a
N ′ y de N ′ a N ′′ y los s´ımbolos dobles para los correspondientes a la induccio´n de N a N ′′.
Proposicio´n 1.204 Para cada w ∈ W pn′′
(w′)′ = w′′ .
Demostracio´n. Puesto que
(w′)′ =

w11 . . . w
p
1
...
...
w1n′′ . . . w
p
n′′
0 . . . 0
...
...
0 . . . 0
0 . . . 0
...
...
0 . . . 0

= w′′ ∈ W pn
para cada w ∈ W pn′′ .
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Proposicio´n 1.205 Para cada w ∈ W pn′′
(T ′)′(w) = T ′′(w′) .
Demostracio´n. Puesto que
T ′ (T ′(w)) = T ′
(
T ′
(
w1, . . . , wp
))
= T ′
(
w1|n′ , . . . , w
p
|n′
)
=
T ′
(
w1|n′′ , . . . , w
p
|n′′
)
= T ′′(w1, . . . , wp) = T ′′(w)
para cada w = (w1, . . . , wp) ∈ Wn × (m). . . ×Wn.
Proposicio´n 1.206 Para cada u ∈ Up
((ℵ′)′)u(w) = (ℵ′′)u(w)
para cada w ∈ W n′′p .
Demostracio´n. Ya que, por 1.204 y 1.205,
((ℵ′)′)u(w) = T ′ ((ℵ′)u(w′)) = T ′ (T ′ (ℵu ((w′)′))) = T ′′ (ℵu(w′′)) = (ℵ′′)u(w)
para cada u ∈ Up y cada w ∈ W n′′p .
Proposicio´n 1.207 Para cada u ∈ Up y cada i ∈ N ′′
((R′)′)ui (w, k) = (R
′′)ui (w, k)
para cada k ∈ N y cada w ∈ W n′′p .
Demostracio´n. Ya que, aplicando 1.204, se tiene que
((R′)′)ui (w, k) = (R
′)ui (w
′, k) = Rui ((w
′)′, k) = Rui (w
′′, k) = (R′′)ui (w, k)
para cada u ∈ Up, cada w ∈ W n′′p , cada k ∈ N y cada i ∈ N ′′.
Proposicio´n 1.208 El sistema electoral inducido por un sistema electoral inducido es otro
sistema electoral inducido.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.206 y 1.207.
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Observacio´n 1.209 El sistema electoral inducido permite estudiar el caso hipote´tico en que
las candidaturas se hubieran presentado unidas. En tal supuesto, a cada una de las nuevas
candidaturas se la denomina coalicio´n. Concretamente, dada una particio´n de N
B = {N1, . . . , Nz} ,
que denominaremos estructura de coaliciones, dados un vector de pesos u y el nu´mero de
representantes a elegir k, podemos comparar para cada i ∈ N y cada w ∈ W pn los valores
(R′)ui


∑
h∈N1
w1h . . .
∑
h∈N1
wph
...
...∑
h∈Nz
w1h . . .
∑
h∈Nz
wph
 , k
 y
∑
h∈Ni
Ruh(w, k)
obtenidos sumando los votos de cada bloque y aplicando el sistema electoral inducido por una
parte, y los valores dados por la suma de los representantes de cada bloque por otra.
Ejemplo 1.210 Consideremos el sistema electoral simple mayoritario del ejemplo 1.184 que
otorga c1 (4) = 3 representantes a la candidatura de mayor voto y c2 (4) = 1 a la siguiente.
Entonces, dada la tabla de votos
i=1 i=2 i=3 i=4
0.4 0.3 0.2 0.1
si se unen las dos primeras candidaturas y las dos u´ltimas, se tiene la nueva tabla de votos
i=0 i=0’
0.7 0.3
con lo que se obtienen las tablas de representantes siguientes, segu´n se sumen los representantes
inicialmente sin estructura de coaliciones alguna o bien despue´s de producirse la correspon-
diente estructura de coaliciones, respectivamente
i=0 i=0’
4 0
y
i=0 i=0’
3 1
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Observacio´n 1.211 Un caso particular importante de estructura de coaliciones, que denomi-
naremos alianza, se da cuando se forma una u´nica coalicio´n y el resto se mantiene de forma
individual. Por ejemplo, para fijar ideas podemos considerar que la coalicio´n es
{1, . . . , a} .
En tal caso, denotaremos por 0 dicha coalicio´n, por N0 el conjunto
N0 = {0, a+ 1, . . . , n}
y por w0 la nueva matriz de votos, con lo que tendremos
(R′)u0


w11 + . . .+ w
1
a . . . w
p
1 + . . .+ w
p
a
w1a+1 . . . w
p
a+1
...
...
w1n . . . w
p
n
 , k
 y Ru1(w, k) + . . .+Rua(w, k) .
Ejemplo 1.212 Si consideramos el sistema electoral simple mayoritario que otorga
c1(4) = 3 y c2(4) = 1
representantes respectivamente a la candidatura de mayor voto y a la siguiente cuyo peso es
mayor entonces, dada la tabla de votos
i=1 i=2 i=3 i=4
0.4 0.3 0.2 0.1
si se unen las dos primeras candidaturas, se tiene la nueva tabla de votos
i=0 i=3 i=4
0.7 0.2 0.1
con lo que se obtienen las tablas de representantes siguientes, segu´n se sumen los represen-
tantes inicialmente sin alianza alguna o bien despue´s de producirse la correspondiente alianza,
respectivamente
i=0 i=3 i=4
4 0 0
y
i=0 i=3 i=4
3 1 0
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1.5 Superaditividad
Una de las cuestiones ma´s interesantes de los sistemas electorales es la idea de gobernabilidad.
Para formalizar dicha idea, se define el concepto de superaditividad a partir del hecho de
que, en el caso de alianza, la coalicio´n correspondiente no se vea perjudicada. Y se contempla
tambie´n el caso ma´s fuerte en que, adema´s, el resto de candidaturas no salgan beneficiadas.
Definicio´n 1.213 Un sistema electoral R es superaditivo si, y so´lo si, para cada A ⊆ N
(R′)uA(wA, k) ≥
∑
i∈A
Rui (w, k)
para cada u ∈ Up, cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn .
Definicio´n 1.214 Diremos que el sistema electoral R es estrictamente superaditivo si, y
so´lo si, es superaditivo y para cada A ⊆ N y cada i /∈ A
(R′)ui (wA, k) ≤ Rui (w, k)
para cada u ∈ Up, cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn .
Evidentemente, podemos sustituir R por r en las definiciones anteriores.
Proposicio´n 1.215 (a) Un sistema electoral R es superaditivo si, y so´lo si, para cada subcon-
junto 0 = {1, . . . , a} de N , cada u ∈ Up, cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn
(R′)u0 (w0, k) ≥ Ru1(w, k) + . . .+Rua(w, k) .
(b) Un sistema electoral R es estrictamente superaditivo si, y so´lo si, es superaditivo y para
cada subconjunto 0 = {1, . . . , a} de N , cada u ∈ Up, cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn
(R′)ua+1 (wA, k) ≤ Rua+1(w, k), . . . , (R′)un (wA, k) ≤ Run(w, k) .
Demostracio´n. Por el axioma de imparcialidad.
Obse´rvese que exigimos que las condiciones se verifiquen salvo conjuntos de probabilidad cero.
Ello se debe a que es posible que en los casos de empate dichas condiciones dejen de cumplirse.
Proposicio´n 1.216 La superaditividad estricta implica la superaditividad.
Demostracio´n. Por definicio´n.
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Proposicio´n 1.217 El sistema mayoritario puro es estrictamente superaditivo.
Demostracio´n. Puesto que para que el sistema mayoritario puro no fuera estrictamente
superaditivo deber´ıa ser
R0((w1 + . . .+ wa, wa+1, . . . , wn), k) <
Ri((w1, . . . , wa, wa+1, . . . , wn), k) + . . .+Ra((w1, . . . , wa, wa+1, . . . , wn), k) .
Pero como en dicho sistema todos los representantes corresponden a la candidatura de mayor
voto, la condicio´n anterior equivale a
R0((w1 + . . .+ wa, wa+1, . . . , wn), k) = 0
y
Ri((w1, . . . , wa, wa+1, . . . , wn), k) + . . .+Ra((w1, . . . , wa, wa+1, . . . , wn), k) = k .
Y esta u´ltima se convierte en
Rh((w1, . . . , wa, wa+1, . . . , wn), k) = k
para cierto h entre 1 y a, de nuevo porque todos los representantes se asignan a la candidatura
de mayor voto.
Y ello so´lo es posible si w1 + . . . + wa = wh –o sea, si wi = 0 para cada i 6= h entre 1 y a–
y, adema´s, el criterio de desempate previamente establecido no favorece a la candidatura h, lo
cual constituye un conjunto de probabilidad cero.
Contraejemplo 1.218 Los sistemas ordinales no son superaditivos en general.
Consideremos el caso del sistema electoral simple igualitario con k = 4 representantes a elegir
y la tabla de votos
i=1 i=2 i=3 i=4
0.4 0.3 0.2 0.1
En tal caso, cada candidatura obtiene un representante, mientras que si se hubiesen unido por
ejemplo las dos u´ltimas, hubiesen obtenido uno solamente.
Y es claro que variaciones suficientemente pequen˜as de los datos producen los mismos resulta-
dos, por lo que su validez no se reduce u´nicamente a conjuntos de probabilidad cero.
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Contraejemplo 1.219 Los sistemas de cuotas no son superaditivos en general.
Si aplicamos la regla de los mayores restos a la tabla de votos
i=1 i=2 i=3
0.47 0.37 0.16
con k = 10 representantes a repartir la cuota resulta ser 0.1, por lo que es claro que corres-
ponden inicialmente 4, 3 y 1 representante a cada candidatura respectivamente. Y como los
dos mayores restos corresponden a las dos primeras candidaturas, se tiene que la tabla de
representantes es
i=1 i=2 i=3
5 4 1
En cambio, si las dos primeras se unen la tabla obtenida entonces es
i=0 i=3
0.84 0.16
con lo que los representantes que les corresponden inicialmente son 8 y 1. Entonces, como el
mayor resto es el de la u´ltima candidatura se tiene que la tabla de representantes es
i=0 i=3
8 2
Por tanto, en definitiva se tiene que las dos primeras candidaturas pasan de tener 5 + 4 = 9
representantes a u´nicamente 8.
Y es claro que variaciones suficientemente pequen˜as de los datos producen los mismos resulta-
dos, por lo que su validez no se reduce u´nicamente a conjuntos de probabilidad cero.
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Definicio´n 1.220 Diremos que un sistema de divisores es de divisores subaditivos si admite
una funcio´n generatriz tal que para cada x, x′ ≥ 0 se cumple que
g(x+ x′) ≤ g(x) + g(x′) .
Proposicio´n 1.221 Los sistemas de divisores lineales
gd = d+ s
con s ≥ 0, de tipo potencial
gd = d
s
con 0 < s ≤ 1, y de tipo logar´ıtmico
gd = logs (1 + d)
con s > 0, son de divisores subaditivos.
Demostracio´n. Puesto que las funciones generatrices respectivas x + s, xs y logs (1 + x)
satisfacen
x+x′+s ≤ (x+s)+(x′+s) , (x+x′)s ≤ xs+x′s y logs(1+x+x′) ≤ logs(1+x)+logs(1+x′)
para cada x, x′ ≥ 0, por ser s ≥ 0 y 0 < s ≤ 1 en los dos primeros casos respectivamente y
porque
logs(1 + x+ x
′)− (logs (1 + x) + logs(1 + x′)) = logs
1 + x+ x′
(1 + x) · (1 + x′) ≤ 0
en el tercero.
Proposicio´n 1.222 Un sistema de divisores es de divisores subaditivos si, y so´lo si, admite
una funcio´n generatriz g tal que para cada y, y′ ≥ 0 se cumple que
g−1 (y + y′) ≥ g−1 (y) + g−1 (y′) .
Demostracio´n. Ya que entonces, notando y = g(x), para cada y, y′ ≥ 0
g−1 (y + y′) = g−1 (g(x) + g(x′)) ≥ g−1 (g(x+ x′)) = x+ x′ = g−1 (y) + g−1 (y′) ,
por ser g−1 estrictamente creciente.
Y rec´ıprocamente, con la misma notacio´n anterior, se tiene ahora que para cada x, x′ ≥ 0
g(x+ x′) = g
(
g−1 (y) + g−1 (y′)
) ≤ g (g−1 (y + y′)) = y + y′ = g(x) + g(x′) ,
por ser g estrictamente creciente.
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Teorema 1.223 Los sistemas de divisores subaditivos son estrictamente superaditivos.
Demostracio´n. Ya que, por 1.62, sabemos que existen valores x0 > 0 y x
′
0 > 0 tales que[
g−1
(
w1
x0
)]
+ . . .+
[
g−1
(
wa
x0
)]
+
[
g−1
(
wa+1
x0
)]
+ . . .+
[
g−1
(
wn
x0
)]
=
k =
[
g−1
(
w1 + . . .+ wa
x′0
)]
+
[
g−1
(
wa+1
x′0
)]
+ . . .+
[
g−1
(
wn
x′0
)]
casi seguro w ∈ Wn. Pero, teniendo en cuenta 1.222,[
g−1
(
w1 + . . .+ wa
x′0
)]
≥
[
g−1
(
w1
x′0
)
+ . . .+ g−1
(
wa
x′0
)]
≥
[
g−1
(
w1
x′0
)]
+ . . .+
[
g−1
(
wa
x′0
)]
y, en consecuencia,[
g−1
(
w1
x0
)]
+ . . .+
[
g−1
(
wa
x0
)]
+
[
g−1
(
wa+1
x0
)]
+ . . .+
[
g−1
(
wn
x0
)]
≥
[
g−1
(
w1
x′0
)]
+ . . .+
[
g−1
(
wa
x′0
)]
+
[
g−1
(
wa+1
x′0
)]
+ . . .+
[
g−1
(
wn
x′0
)]
de lo que se deduce que debe ser
x′0 ≥ x0
ya que g es estrictamente creciente. Por tanto, se tiene que para cada i > a
R′i(w1 + . . .+ wa, wa+1, . . . , wn) =
[
g−1
(
wi
x′0
)]
≤
[
g−1
(
wi
x0
)]
= Ri(w1, . . . , wn)
casi seguro w ∈ Wn.
Y de nuevo por ser g estrictamente creciente, y teniendo en cuenta la igualdad inicial, se obtiene
que tambie´n
R′0(w1 + . . .+ wa, wa+1, . . . , wn) =
[
g−1
(
w1 + . . .+ wa
x′0
)]
≥
[
g−1
(
w1
x0
)]
+ . . .+
[
g−1
(
wa
x0
)]
= R1(w1, . . . , wn) + . . .+Ra(w1, . . . , wn)
casi seguro w ∈ Wn.
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Contraejemplo 1.224 Los sistemas de divisores no son superaditivos en general.
Consideremos el sistema de divisores tal que
gd = d
2
para n = 4 candidaturas, k = 5 representantes a elegir y la tabla de votos
i=1 i=2 i=3 i=4
0.4 0.3 0.2 0.1
Entonces, la tabla de cocientes respectivos es
i=1 i=2 i=3 i=4
g1 = 1 0.40000 0.30000 0.20000 0.10000
g2 = 4 0.10000 0.07500 0.05000 0.02500
g3 = 9 0.04444 0.03333 0.02222 0.01111
g4 = 16 0.02500 0.01875 0.01250 0.00625
En cambio, si se unen la primera y la tercera candidaturas la tabla queda
i=0 i=2 i=4
g1 = 1 0.60000 0.30000 0.10000
g2 = 4 0.15000 0.07500 0.02500
g3 = 9 0.06666 0.03333 0.01111
g4 = 16 0.03750 0.01875 0.00625
con lo que ambas candidaturas pasan de tener tres representantes a obtener so´lo dos.
Y es claro que variaciones suficientemente pequen˜as de los datos producen los mismos resulta-
dos, por lo que su validez no se reduce u´nicamente a conjuntos de probabilidad cero.
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Observacio´n 1.225 La superaditividad y la superaditividad estricta no se heredan a los
subconjuntos, ya que el hecho que se verifiquen casi seguro w ∈ W pn no implica que se verifiquen
tambie´n casi seguro w ∈ W pn′ .
Proposicio´n 1.226 (a) La extensio´n media de un sistema electoral superaditivo es superadi-
tiva.
(b) La extensio´n media de un sistema electoral estrictamente superaditivo es estrictamente
superaditiva.
Demostracio´n. (a) Ya que, por 1.192, 1.83 y ser R superaditivo, para cada subconjunto
0 = {1, . . . , a} de N
(Rˆu)′0 (w0, k) = Rˆ
u
0 (w
′
0, k) = R
u+
0
(
ŵ′0
∗
, k
)
= R
u+
0
(
(wˆ∗0)
′ , k
) ≥
R
u+
1 (wˆ
∗, k) + . . .+Ru+a (wˆ
∗, k) = Rˆu1(w, k) + . . .+ Rˆ
u
a(w, k)
para cada u ∈ Uzp, cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W zpn .
(b) Ana´logamente, por 1.192, 1.83 y ser R estrictamente superaditivo, para cada subconjunto
0 = {1, . . . , a} de N y cada i > a
(Rˆ′)ui (w0, k) = Rˆ
u
i (w
′
0, k) = R
u+
i
(
ŵ′0
∗
, k
)
= R
u+
i
(
(wˆ∗0)
′ , k
) ≤ Ru+i (wˆ∗, k) = Rˆui (w, k)
para cada u ∈ Uzp, cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W zpn .
Corolario 1.227 (a) Los sistemas electorales medios de sistemas electorales simples superadi-
tivos son superaditivos.
(b) Los sistemas electorales medios de sistemas electorales simples estrictamente superaditivos
son estrictamente superaditivos.
Proposicio´n 1.228 (a) El sistema mayoritario puro medio es estrictamente superaditivo.
(b) Los sistemas de divisores subaditivos medios son estrictamente superaditivos.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.217, 1.223 y 1.227.
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Proposicio´n 1.229 (a) La suma de sistemas electorales superaditivos respecto de uno simple
arbitrario es superaditiva.
(b) La suma de sistemas electorales esrrictamente superaditivos respecto de uno simple arbi-
trario es estrictamente superaditiva.
Demostracio´n. (a) Puesto que, por ser Rj superaditivo, para cada 0 = {1, . . . , a} ⊆ N
(Rj)
u∗j
0 ((w
j)′0, R
0
j (u
+, k)) ≥
a∑
i=1
(Rj)
u∗j
i (w
j, R0j (u
+, k))
para cada u ∈ Upj , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pjn para cada j ∈ Z. Y por 1.198 y 1.130,(
(R+)′
)u
0
(w0, k) = (R
+)u0(w
′
0, k) = (R
1)
u∗1
0 ((w
′
0)
1, R01(u
+, k)) + . . .+ (Rz)
u∗z
0 ((w
′
0)
z, R0z(u
+, k))
= (R1)
u∗1
0 ((w
1)′0, R
0
1(u
+, k)) + . . .+ (Rz)
u∗z
0 ((w
z)′0, R
0
z(u
+, k)) ≥
a∑
i=1
(R1)
u∗1
i (w
1, R01(u
+, k)) + . . .+
a∑
i=1
(Rz)
u∗z
i (w
z, R0z(u
+, k)) = (R+)u1(w, k) + . . .+ (R
+)ua(w, k)
para cada u ∈ Up1+...+pz , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W p1+...+pzn .
(b) Ya que, por ser Rj estrictamente superaditivo, para cada 0 = {1, . . . , a} ⊆ N y cada i > a
(Rj)
u∗j
i ((w
j)′0, R
0
j (u
+, k)) ≤ (Rj)u
∗
j
i (w
j, R0j (u
+, k))
para cada u ∈ Upj , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pjn para cada j ∈ Z. Y por 1.198 y 1.130,
((R+)′)ui (w0, k) = (R
+)ui (w
′
0, k) = (R
1)
u∗1
i
(
(w′0)
1
, R01
(
u+, k
))
+. . .+(Rz)
u∗z
i
(
(w′0)
z
, R0z
(
u+, k
))
= (R1)
u∗1
i
((
w1
)′
0
, R01
(
u+, k
))
+ . . .+ (Rz)
u∗z
i
(
(wz)′0 , R
0
z
(
u+, k
)) ≤
(R1)
u∗1
i
(
w1, R01(u
+, k)
)
+ . . .+ (Rz)
u∗z
i
(
wz, R0z(u
+, k)
)
= (R+)ui (w, k)
para cada u ∈ Up1+...+pz , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W p1+...+pzn .
Corolario 1.230 (a) Los sistemas electorales suma de sistemas electorales simples superadi-
tivos respecto de uno simple arbitrario son superaditivos.
(b) Los sistemas electorales suma de sistemas electorales simples esrictamente superaditivos
respecto de uno simple arbitrario son estrictamente superaditivos.
Proposicio´n 1.231 (a) El sistema mayoritario puro suma es estrictamente superaditivo.
(b) Los sistemas de divisores subaditivos suma son estrictamente superaditivos.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.217, 1.223 y 1.230.
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1.6 Monoton´ıa
Una de las propiedades que suele exigirse a un sistema electoral es que a mayor voto corresponda
igual o mayor nu´mero de representantes.
En el caso de varias circunscripciones, sin embargo, se nos presentan dos opciones: considerar
la misma condicio´n con los votos medios o imponer su verificacio´n cuando se cumplen las
desigualdades para los votos en cada circunscripcio´n.
Definicio´n 1.232 Diremos que el sistema electoral R es fuertemente mono´tono si, y so´lo
si, para cada h, i ∈ N la condicio´n
wˆh < wˆi
implica
Ruh(w, k) ≤ Rui (w, k)
para cada u ∈ Up, cada k ∈ N y cada w ∈ W pn .
Definicio´n 1.233 Diremos que el sistema electoral R es de´bilmente mono´tono si, y so´lo si,
para cada h, i ∈ N la condicio´n
w1h < w
1
i , . . . , w
p
h < w
p
i
implica
Ruh(w, k) ≤ Rui (w, k)
para cada u ∈ Up, cada k ∈ N y cada w ∈ W pn .
Evidentemente, podemos sustituir R por r en las definiciones anteriores.
En el caso de los sistemas electorales simples, las condiciones
wˆh < wˆi y w
1
h < w
1
i , . . . , w
p
h < w
p
i
se reducen ambas a que
wh < wi
y se habla, en tal caso, de monoton´ıa sencillamente.
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Proposicio´n 1.234 La monoton´ıa fuerte implica la monoton´ıa de´bil.
Demostracio´n. Ya que
w1h < w
1
i , . . . , w
p
h < w
p
i
implica
wˆh = u1w
1
h + . . .+ upw
p
h < u1w
1
i + . . .+ upw
p
i = wˆi
para cada u ∈ Up y cada w ∈ W pn .
Proposicio´n 1.235 (a) La monoton´ıa fuerte es hereditaria.
(b) La monoton´ıa de´bil es hereditaria.
Demostracio´n. (a) Puesto que si
wˆh < wˆi ,
entonces, por 1.168,
wˆ′h = wˆh < wˆi = wˆ
′
i
de donde, por ser R fuertemente mono´tono,
(R′)uh(w, k) = R
u
h (w
′, k) ≤ Rui (w′, k) = (R′)ui (w, k)
para cada u ∈ Up, cada k ∈ N y cada w ∈ W pn .
(b) Dado que si
w1h < w
1
i , . . . , w
p
h < w
p
i
entonces
(w′)1h = w
1
h < w
1
i = (w
′)1i
. . . . . . . . .
(w′)ph = w
p
h < w
p
i = (w
′)pi
de donde, por ser R de´bilmente mono´tono, para cada k ∈ N
(R′)uh(w, k) = R
u
h (w
′, k) ≤ Rui (w′, k) = (R′)ui (w, k)
para cada u ∈ Up, cada k ∈ N y cada w ∈ W pn′ .
Corolario 1.236 La monoton´ıa es hereditaria.
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Proposicio´n 1.237 Los sistemas ordinales son mono´tonos.
Demostracio´n. Puesto que, por la propia definicio´n de sistema ordinal, si
wh < wi
entonces, si wh i wi son el i1–e´simo y el i2–e´simo votos de w, se tiene que i1 < i2 y, por tanto,
Rh(w, k) = ci1(k) ≤ ci2(k) = Ri(w, k)
para cada k ∈ N y cada w ∈ Wn.
Proposicio´n 1.238 Los sistemas de cuotas son mono´tonos.
Demostracio´n. Puesto que si
wh < wi ,
dada una cuota qk cualquiera, tenemos que no puede ser que
Rh(w, k) =
[
wh
qk
]
+ 1 y Ri(w, k) =
[
wi
qk
]
,
puesto que eso implicar´ıa que o bien
wh
qk
>
wi
qk
o bien [
wh
qk
]
=
[
wi
qk
]
y
wh
qk
−
[
wh
qk
]
>
wi
qk
−
[
wi
qk
]
,
que es una contradiccio´n.
Proposicio´n 1.239 Los sistemas de divisores son mono´tonos.
Demostracio´n. Puesto que si
wh < wi
entonces
wh
x0
<
wi
x0
de donde, por ser g estrictamente creciente,
Rh(w, k) =
[
g−1
(
wh
x0
)]
≤
[
g−1
(
wi
x0
)]
= Ri(w, k)
para cada k ∈ N y cada w ∈ Wn.
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Proposicio´n 1.240 (a) La extensio´n media de un sistema electoral fuertemente mono´tono es
fuertemente mono´tona.
(b) La extensio´n media de un sistema electoral de´bilmente mono´tono es de´bilmente mono´tona.
Demostracio´n. (a) Dado que si
wˆh < wˆi
para ciertos h, i ∈ N entonces, por 1.72,
u+ · wˆ∗h = wˆh < wˆi = u+ · wˆ∗i
y, por ser R fuertemente mono´tono,
Rˆuh(w, k) = R
u+
h (wˆ
∗, k) ≤ Ru+i (wˆ∗, k) = Rˆui (w, k)
para cada u ∈ Uzp, cada k ∈ N y cada w ∈ W zpn .
(b) Puesto que si
w1h < w
1
i , . . . , w
p
h < w
p
i , . . . , w
(z−1)p+1
h < w
(z−1)p+1
i , . . . , w
zp
h < w
zp
i
para ciertos h, i ∈ N entonces
(wˆ∗)jh = u
∗
j w
j
h + . . .+ u
∗
(z−1)p+j w
(z−1)p+j
h < u
∗
j w
j
i + . . .+ u
∗
(z−1)p+j w
(z−1)p+j
i = (wˆ
∗)ji
para cada j ∈ P y, por ser R de´bilmente mono´tono,
Rˆuh(w, k) = R
u+
h (wˆ
∗, k) ≤ Ru+i (wˆ∗, k) = Rˆui (w, k)
para cada u ∈ Uzp, cada k ∈ N y cada w ∈ W zpn .
Corolario 1.241 Los sistemas electorales medios de sistemas electorales simples mono´tonos
son fuertemente mono´tonos.
Proposicio´n 1.242 (a) Los sistemas ordinales medios son fuertemente mono´tonos.
(b) Los sistemas de cuotas medios son fuertemente mono´tonos.
(c) Los sistemas de divisores medios son fuertemente mono´tonos.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.237, 1.238, 1.239 y 1.241.
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Proposicio´n 1.243 La suma de sistemas electorales de´bilmente mono´tonos respecto de uno
simple arbitrario es de´bilmente mono´tona.
Demostracio´n. Puesto que si para cada h, i ∈ N
w1h < w
1
i , . . . , w
p1
h < w
p1
i , w
p1+...+pz−1+1
h < w
p1+...+pz−1+1
i , . . . , w
p1+...+pz
h < w
p1+...+pz
i
entonces, por ser Rj de´bilmente mono´tono para cada j ∈ Z,
(Rj)
u∗j
h
(
wj, R0j (u
+, k)
) ≤ (Rj)u∗ji (wj, R0j (u+, k))
y, por tanto,
(R+)uh(w, k) = (R
1)
u∗1
h
(
w1, R01(u
+, k)
)
+ . . .+ (Rz)
u∗z
h
(
wz, R0z(u
+, k)
) ≤
(R1)
u∗1
i
(
w1, R01(u
+, k)
)
+ . . .+ (Rz)
u∗z
i
(
wz, R0z(u
+, k)
)
= (R+)ui (w, k) ,
para cada u ∈ Up1+...+pz , cada k ∈ N y cada w ∈ W p1+...+pzn .
Corolario 1.244 Los sistemas electorales suma de sistemas electorales simples mono´tonos
respecto de uno simple arbitrario son de´bilmente mono´tonos.
Proposicio´n 1.245 (a) Los sistemas ordinales suma respecto de uno simple arbitrario son
de´bilmente mono´tonos.
(b) Los sistemas de cuotas suma respecto de uno simple arbitrario son de´bilmente mono´tonos.
(c) Los sistemas de divisores suma respecto de uno simple arbitrario son de´bilmente mono´tonos.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.237, 1.238, 1.239 y 1.244.
Contraejemplo 1.246 La suma de sistemas electorales fuertemente mono´tonos no es fuerte-
mente mono´tona en general.
Basta con considerar la matriz w del ejemplo 1.166 y observar que
R+4 (w, 6) = 2 y R
+
3 (w, 6) = 0
pero
wˆ4 = 0.6 · 0.1 + 0.4 · 0.4 = 0.22 y wˆ3 = 0.6 · 0.2 + 0.4 · 0.3 = 0.24 .
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1.7 Crecimiento
Una de las propiedades deseables de los sistemas electorales es que al aumentar el nu´mero de
representantes a elegir no disminuya el nu´mero de representantes de cada candidatura.
Definicio´n 1.247 Diremos que el sistema electoral R es creciente si, y so´lo si, para cada
k, l ∈ N la condicio´n
k ≤ l
implica
Rui (w, k) ≤ Rui (w, l) ,
para cada i ∈ N , cada u ∈ Up y cada w ∈ W pn .
Observacio´n 1.248 Es interesante observar que la condicio´n anterior no puede ser sustituida
por la misma para la regla relativa, ya que en un caso r se obtiene a partir de R dividiendo
por k y en el otro por l.
Teorema 1.249 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) R es creciente.
(ii) Para cada k ≥ 1, existe una u´nica candidatura ik ∈ N tal que
Ruik(w, k + 1) = R
u
ik
(w, k) + 1 y Rui (w, k + 1) = R
u
i (w, k) si i 6= ik
para cada u ∈ Up y cada w ∈ W pn .
(iii) Existe una sucesio´n (ik)k≥1 de N tal que
Rui (w, k) = ] {s ≤ k/is = i}
para cada i ∈ N , cada u ∈ Up y cada w ∈ W pn .
Demostracio´n. (i) =⇒ (ii) Dado que
k < k + 1 ,
tenemos que
Rui (w, k) ≤ Rui (w, k + 1)
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para cada i ∈ N , por ser R creciente. Pero como
n∑
i=1
Rui (w, k + 1) = k + 1 = 1 +
n∑
i=1
Rui (w, k)
se deduce que existe un u´nico ik ∈ N tal que
Ruik(w, k + 1) = R
u
ik
(w, k) + 1 y Rui (w, k + 1) = R
u
i (w, k) para cada i 6= ik .
(ii) =⇒ (iii) Procedemos por induccio´n sobre k.
Para k = 1, sea i1 la candidatura tal que
Ruik(w, 1) = 1 y R
u
i (w, 1) = 0 si i 6= ik .
Entonces
Ruik(w, 1) = 1 = ] {s ≤ 1/is = ik} y Rui (w, 1) = 0 = ] {s ≤ 1/is = i} si i 6= ik .
Por otra parte, si la afirmacio´n es cierta para k − 1 sea ik la candidatura tal que
Ruik(w, k) = R
u
ik
(w, k − 1) + 1 y Rui (w, k) = Rui (w, k − 1) si i 6= ik .
Entonces
Ruik(w, k) = R
u
ik
(w, k − 1) + 1 = ] {s ≤ k − 1/is = ik}+ 1 = ] {s ≤ k/is = ik}
y
Rui (w, k) = R
u
i (w, k − 1) = ] {s ≤ k − 1/is = i} = ] {s ≤ k/is = i} si i 6= ik .
(iii) =⇒ (i) Finalmente, si
k ≤ l
entonces
Rui (w, k) = ] {s ≤ k/is = i} ≤ ] {s ≤ l/is = i} = Rui (w, l)
para cada i ∈ N .
Ejemplo 1.250 Si consideramos la tabla de cocientes del sistema electoral simple de Hondt
para n = 4 candidaturas correspondiente al ejemplo 1.31 la sucesio´n anterior –suponiendo, por
ejemplo, que en caso de empate el representante es asignado a la candidatura de mayor voto–
es
i1 = 1 , i2 = 2 , i3 = 1 , i4 = 3 , i5 = 2 , i6 = 1 , . . .
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Proposicio´n 1.251 Los sistemas ordinales son crecientes.
Demostracio´n. Por la propia definicio´n de los sistemas ordinales.
Contraejemplo 1.252 Los sistemas de cuotas no son crecientes en general.
Dado el sistema electoral simple de los mayores restos y la tabla
i=1 i=2 i=3 i=4 i=5
0.28 0.27 0.26 0.10 0.09
las proporciones teo´ricas de representantes para k = 5 y l = 6 representantes a elegir son
i=1 i=2 i=3 i=4 i=5
1.40 1.35 1.30 0.50 0.45
y
i=1 i=2 i=3 i=4 i=5
1.68 1.62 1.56 0.60 0.54
respectivamente, por lo que en ambos casos corresponden inicialmente un representante a las
tres primeras candidaturas y ninguno a las otras. Sin embargo, en el primer caso son las dos
u´ltimas las que poseen el resto mayor, mientras que en el segundo son las dos primeras y la
cuarta las tres de mayor resto. Por tanto, las tablas de representantes finales son
i=1 i=2 i=3 i=4 i=5
1 1 1 1 1
y
i=1 i=2 i=3 i=4 i=5
2 2 1 1 0
con lo que la u´ltima candidatura pasa de tener un representante a no tener ninguno.
Proposicio´n 1.253 Los sistemas de divisores son crecientes.
Demostracio´n. Puesto que al aumentar el nu´mero de representantes a elegir el nu´mero de
cocientes ordenados tomado es cada vez mayor y, por tanto, la cantidad que hay de cada
candidatura se mantiene o aumenta.
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Proposicio´n 1.254 El crecimiento es hereditario.
Demostracio´n. Dados k, l ∈ N tales que
k ≤ l
entonces, por ser R creciente,
Rui (w
′, k) ≤ Rui (w′, l)
y, por tanto,
(R′)ui (w, k) = R
u
i (w
′, k) ≤ Rui (w′, l) = (R′)ui (w, l)
para cada u ∈ Up, cada i ∈ N ′ y cada w ∈ W pn′ .
Proposicio´n 1.255 La extensio´n media de un sistema electoral creciente es creciente.
Demostracio´n. Puesto que si k, l ∈ N son tales que
k ≤ l
entonces, por ser R creciente,
R
u+
i (wˆ
∗, k) ≤ Ru+i (wˆ∗, l)
y, por tanto,
Rˆui (w, k) = R
u+
i (wˆ
∗, k) ≤ Ru+i (wˆ∗, l) = Rˆui (w, l)
para cada u ∈ Uzp, cada i ∈ N y cada w ∈ W zpn .
Corolario 1.256 Los sistemas electorales medios de sistemas electorales simples crecientes
son crecientes.
Proposicio´n 1.257 (a) Los sistemas ordinales medios son crecientes.
(b) Los sistemas de divisores medios son crecientes.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.251, 1.253 y 1.256.
Observacio´n 1.258 Los sistemas de cuotas medios no son crecientes en general, como se ha
visto ya para los sistemas electorales simples en 1.252.
Sistemas electorales 131
Proposicio´n 1.259 La suma de sistemas electorales crecientes respecto de uno simple creciente
es creciente.
Demostracio´n. Ya que si k, l ∈ N son tales que
k ≤ l
entonces, por ser R0 creciente,
R01
(
u+, k
) ≤ R01 (u+, l)
. . . . . . . . .
R0z
(
u+, k
) ≤ R0z (u+, l)
para cada u ∈ Uz. Y entonces, por ser R1, . . . , Rz crecientes, para cada i ∈ N y cada j ∈ Z
(R1)
u∗1
i
(
w1, R01
(
u+, k
)) ≤ (R1)u∗1i (w1, R01 (u+, l))
. . . . . . . . .
(Rz)
u∗z
i
(
wz, R0z
(
u+, k
)) ≤ (Rz)u∗zi (wz, R0z (u+, l))
para cada u ∈ Upj y cada w ∈ W pjn y, por tanto,
(R+)ui (w, k) = (R
1)
u∗1
i
(
w1, R01
(
u+, k
))
+ . . .+ (Rz)
u∗z
i
(
wz, R0z
(
u+, k
)) ≤
(R1)
u∗1
i
(
w1, R01
(
u+, l
))
+ . . .+ (Rz)
u∗z
i
(
wz, R0z
(
u+, l
))
= (R+)ui (w, l)
para cada u ∈ Up1+...+pz y cada w ∈ W p1+...+pzn .
Corolario 1.260 Los sistemas electorales suma de sistemas electorales simples crecientes res-
pecto de uno simple creciente son crecientes.
Proposicio´n 1.261 (a) Los sistemas ordinales suma respecto de uno simple creciente son
crecientes.
(b) Los sistemas de divisores suma respecto de uno simple creciente son crecientes.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.251, 1.253 y 1.260.
Observacio´n 1.262 Los sistemas de cuotas suma no son crecientes en general, como se ha
visto ya para los sistemas electorales simples en 1.252.
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1.8 Estabilidad
El objetivo de esta seccio´n es analizar la convergencia de los representantes relativos cuando
el nu´mero de representantes a elegir tiende a infinito. Y como casos particulares de esta idea,
que recibe el nombre de estabilidad, se obtienen las de mayor´ıa, proporcionalidad e igualdad.
Definicio´n 1.263 Diremos que el sistema electoral R es estable si, y so´lo si, existe
l´ım
k→∞
rui (w, k)
para cada i ∈ N , cada u ∈ Up y cada w ∈ W pn . Y, en tal caso, los denotaremos por
r¯ui (w)
y los denominaremos ı´ndice de estabilidad de i ∈ N .
Observacio´n 1.264 La estabilidad consiste en la convergencia de los vectores aleatorios
ru,k : W pn −→ Rn .
Y, por tanto, en tal caso, queda definida una aplicacio´n
r¯u : W pn −→ Rn .
Proposicio´n 1.265 r¯u es un vector aleatorio, para cada u ∈ Up.
Demostracio´n. Por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue, ya que los vectores
aleatorios ru,k esta´n acotados entre 0 y 1 por definicio´n.
Proposicio´n 1.266 (a) Para cada i ∈ N , cada u ∈ Up y cada w ∈ W pn , si wi = (0, . . . , 0)
entonces
r¯ui (w) = 0 ;
(b) Para cada i ∈ N , cada u ∈ Up y cada w ∈ W pn , si wi = (1, . . . , 1) entonces
r¯ui (w) = 1 .
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.20 y de la propia definicio´n de r.
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Lema 1.267 Si (ak)k≥1 es una sucesio´n creciente de nu´meros reales, entonces existe
l´ım
k→∞
ak
k
si, y so´lo si, existe una sucesio´n parcial (aks)s≥1 tal que
(ks+1 − ks)s≥1
es una sucesio´n acotada y existe
l´ım
s→∞
aks
ks
.
Y en tal caso, ambos l´ımites coinciden.
Demostracio´n. La condicio´n es necesaria tomando ks = s.
Rec´ıprocamente, para cada k ≥ k1 existen un s ∈ N y un c > 0 tales que
ks ≤ k ≤ ks+1 y ks+1 − ks ≤ c
por lo que
k − ks ≤ c y ks+1 − k ≤ c .
Entonces, por ser creciente la sucesio´n (ak)k≥1, se tiene
aks
ks
1 + c
ks
=
aks
ks + c
≤ aks
ks + (k − ks) ≤
ak
k
≤ aks+1
ks+1 − (ks+1 − k) ≤
aks+1
ks+1 − c =
aks+1
ks+1
1− c
ks+1
para cada s ∈ N de donde, tomando l´ımites, se deduce el enunciado.
Proposicio´n 1.268 Sea R un sistema electoral creciente. Entonces, R es estable si, y so´lo si,
para cada i ∈ N existe una sucesio´n parcial (kis)j≥1 tal que
(kis+1 − kis)j≥1
es una sucesio´n acotada y existe
l´ım
s→∞
rui (w, k
i
s)
para cada u ∈ Up y w ∈ W pn .
Y, en tal caso, dichos l´ımites coinciden con los l´ımites de R.
Demostracio´n. Basta aplicar, para cada i ∈ N , el lema 1.267 a la sucesio´n
ak = R
u
i (w, k) ,
que es creciente por ser R creciente.
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Definicio´n 1.269 Denominaremos sistemas ordinales asinto´ticos a los que existe
l´ım
k→∞
ci(k)
k
para cada i ∈ N . Y en tal caso, a dichos l´ımites los denotaremos por
c¯i .
Proposicio´n 1.270 Los sistemas ordinales asinto´ticos son estables y sus ı´ndices de estabilidad
son
r¯i(w) = c¯hi ,
si wi es el hi–e´simo voto mayor del vector w.
Demostracio´n. Puesto que
r¯i(w) = l´ım
k→∞
ri(w, k) = l´ım
k→∞
Ri(w, k)
k
= l´ım
k→∞
chi(k)
k
= c¯hi ,
para cada i ∈ N .
Proposicio´n 1.271 En los sistemas de cuotas se verifica que
l´ım
k→+∞
qk
1/k
= 1 .
Demostracio´n. Puesto que, por 1.42, para cada k ∈ N
k
k + 1
=
1
k+1
1
k
<
qk
1
k
≤
1
k
1
k
=
k
k
= 1
de donde, tomando l´ımites, se deduce la afirmacio´n del enunciado.
Proposicio´n 1.272 Los sistemas de cuotas son estables y sus ı´ndices de estabilidad son
r¯i(w) = wi .
Demostracio´n. La afirmacio´n es obvia para wi = 0.
Y, por otra parte, si wi > 0 entonces
wi
qk
1
k
− 1
k
=
wi
qk
− 1
k
<
[
wi
qk
]
k
≤ ri(w, k) ≤
[
wi
qk
]
+ 1
k
≤
wi
qk
+ 1
k
=
wi
qk
1
k
+
1
k
.
Y tomando l´ımites y teniendo en cuenta 1.271, se obtiene la afirmacio´n del enunciado.
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Enunciamos y demostramos a continuacio´n dos lemas que vamos a utilizar en el estudio de la
estabilidad de los sistemas de divisores.
Lema 1.273 Sea (ak)k∈N una sucesio´n estrictamente creciente de nu´meros reales positivos tal
que para cada natural λ > 0 existe
l´ım
k→∞
aλk
ak
.
Entonces existe una funcio´n f del intervalo [0,+∞) en s´ı mismo que es estrictamente creciente,
continua y tal que f(k) = ak para cada k ∈ N, y
l´ım
x→+∞
f(λx)
f(x)
= l´ım
k→∞
aλk
ak
para cada λ ∈ (0,+∞).
Demostracio´n. Consideremos la funcio´n f obtenida mediante interpolacio´n lineal a partir de
los elementos de la sucesio´n. Es claro que es estrictamente creciente y continua y que f(k) = ak
para cada k ∈ N, por definicio´n.
Supongamos en primer lugar que λ > 1. Entonces
aλk
ak+1
≤ f(λ[x])
f([x] + 1)
≤ f([λx])
f([x] + 1)
≤ f(λx)
f(x)
≤ f([λx] + 1)
f([x])
≤ f ((λ+ 1)x)
f([x])
≤ a(λ+1)k
ak
.
Tomando l´ımites ahora, tenemos que
l´ım
k→+∞
aλk
ak+1
≤ l´ım
k→+∞
f(λx)
f(x)
≤ l´ım
k→+∞
a(λ+1)k
ak
.
Y como ambos extremos son sucesiones convergentes al mismo l´ımite, se deduce que la fraccio´n
central converge tambie´n a dicho l´ımite:
l´ım
x→+∞
f(λx)
f(x)
= l´ım
k→∞
aλk
ak
.
Para el caso λ < 1, con los cambios de variable x =
y
λ
y n = λk, tenemos que
l´ım
x→+∞
f(λx)
f(x)
= l´ım
y→+∞
f(y)
f
(
1
λ
y
) = 1
l´ım
y→+∞
f( 1
λ
y)
f(y)
=
1
l´ım
n→∞
a 1
λ
n
an
= l´ım
n→∞
an
a 1
λ
n
= l´ım
k→∞
aλk
ak
.
Finalmente, el caso λ = 1 es evidente.
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En el lema, las definiciones y las propiedades siguientes utilizaremos los convenios
λ+∞ =

0 , si 0 < λ < 1
1 , si λ = 1
+∞ , si λ > 1
y
logλ(0) = −∞ ,logλ(+∞) = +∞ .
Lema 1.274 Sea f una funcio´n estrictamente creciente y continua del intervalo [0,+∞) en
s´ı mismo tal que existe
l´ım
x→+∞
f(λx)
f(x)
para cada λ ∈ (0,+∞). Entonces, si denotamos este l´ımite por F (λ), se verifica que existe
l´ım
x→+∞
f−1(λx)
f−1(x)
para cada λ ∈ (0,+∞) y es
λ
1
logλ F (λ) .
Demostracio´n. Notando t = logλ F (λ), tenemos que
l´ım
x→+∞
f(λx)
f(x)
= F (λ) = λt .
Primer caso: 0 < t < +∞. Entonces, aplicando la hipo´tesis a λ1/t, se tiene
l´ım
x→+∞
f(λ
1/t x)
f(x)
=
(
λ
1/t
)t
= λ .
Por tanto, haciendo el cambio de variable y = f−1(x) y teniendo en cuenta que f−1 es continua
por ser f continua y estrictamente creciente, resulta
l´ım
x→+∞
f−1(λx)
f−1(x)
= l´ım
y→+∞
f−1 (λf(y))
y
= l´ım
y→+∞
f−1
λ · f(y)
f
(
λ
1/t y
) · f (λ1/t y)

y
=
l´ım
y→+∞
f−1
(
λ · 1
λ
· f
(
λ
1/t y
))
y
= l´ım
y→+∞
f−1
(
f
(
λ
1/t y
))
y
= l´ım
y→+∞
λ
1/t y
y
= λ
1/t .
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Segundo caso: t = 0, es decir,
F (λ) = l´ım
x→+∞
f(λx)
f(x)
= 1 .
Supongamos primero que λ > 1. Hay que probar que para cada  > 0, existe un δ > 0 tal que
para cada x > δ se verifica que
f−1(λx)
f−1(x)
>  .
Como λ− 1 > 0, aplicando la hipo´tesis a , existe un δ > 0 tal que para cada x > δ es
f(y)
f(y)
− 1 < λ− 1
o sea,
f(y)
f(y)
< λ
o, lo que es lo mismo,
f(y) < λf(y) .
Pero por ser f estrictamente creciente, lo es asimismo f−1 y, por tanto,
y < f−1 (λf(y))
lo cual equivale a
f−1 (λf(y))
y
>  .
Luego
l´ım
y→+∞
f−1 (λf(y))
y
= +∞
que, haciendo el cambio de variable y = f−1(x), queda
l´ım
x→+∞
f−1(λx)
f−1(x)
= +∞ .
Para el caso λ < 1, haciendo y = λx y aplicando el caso anterior ya que
1
λ
> 1, se tiene
l´ım
x→+∞
f−1(λx)
f−1(x)
= l´ım
y→+∞
f−1(y)
f−1
(
1
λ
y
) = 1
l´ım
y→+∞
f−1
(
1
λ
y
)
f−1(y)
=
1
+∞ = 0 .
Finalmente, el caso λ = 1 es obvio.
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Tercer caso: t = +∞, es decir,
F (λ) = l´ım
x→+∞
f(λx)
f(x)
=

0 , si 0 < λ < 1 ,
1 , si λ = 1 ,
+∞ , si λ > 1 .
Supongamos primero que λ > 1. Hay que probar que para cada  > 0, existe un δ > 0 tal que
para cada x > δ se verifica que
f−1(λx)
f−1(x)
− 1 <  .
Como + 1 > 1, aplicando la hipo´tesis a + 1, existe un δ > 0 tal que para cada x > δ es
f((+ 1)y)
f(y)
> λ
o sea,
f((+ 1)y) > λf(y) .
Pero, por ser f estrictamente creciente, lo es asimismo f−1 y, por tanto,
(+ 1)y > f−1 (λf(y))
lo cual equivale a
f−1 (λf(y))
y
− 1 < 
por lo que
l´ım
y→+∞
f−1 (λf(y))
y
= 1
de donde, haciendo el cambio de variable y = f−1(x), se obtiene
l´ım
x→+∞
f−1(λx)
f−1(x)
= 1 .
Para el caso λ < 1, haciendo y = λx y aplicando el caso anterior ya que
1
λ
> 1, se tiene
l´ım
x→+∞
f−1(λx)
f−1(x)
= l´ım
y→+∞
f−1(y)
f−1
(
1
λ
y
) = 1
l´ım
y→+∞
f−1
(
1
λ
y
)
f−1(y)
=
1
1
= 1 .
Finalmente, el caso λ = 1 es obvio.
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Definicio´n 1.275 Denominaremos sistemas de divisores t–asinto´ticos a los que
l´ım
d→∞
gλd
gd
= λt
para cada natural λ > 1, con t ∈ [0,+∞].
Proposicio´n 1.276 (a) Los sistemas de divisores potenciales
gd = d
t + s , con s > −1
son t–asinto´ticos, para cada t ∈ (0,+∞).
(b) Los sistemas de divisores logar´ıtmicos
gd = logs(1 + d) , con s > 0
son 0–asinto´ticos.
(c) Los sistemas de divisores exponenciales
gd = s
d − 1 , con s > 0
son +∞–asinto´ticos.
Demostracio´n. (a) Puesto que
l´ım
d→∞
gλd
gd
= l´ım
d→∞
(λd)t − s
dt − s = λ
t
para cada s > −1.
(b) Puesto que
l´ım
d→∞
gλd
gd
= l´ım
d→∞
logs(1 + λd)
logs(1 + d)
= 0
para cada s > 0.
(c) Puesto que
l´ım
d→∞
gλd
gd
= l´ım
d→∞
sλd − 1
sd − 1 = +∞
para cada s > 0.
Corolario 1.277 Los sistemas de divisores lineales son 1–asinto´ticos.
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Teorema 1.278 Los sistemas de divisores t–asinto´ticos son estables y sus ı´ndices de estabilidad
son
r¯i(w) =
1(
w1
wi
)1/t
+ . . .+
(
wn
wi
)1/t
para cada i ∈ N y cada w ∈ Wn.
Demostracio´n. En primer lugar, consideremos la sucesio´n (ks)s≥1 dada por los cocientes
ordenados del sistema electoral simple de los divisores que fue introducida en 1.54. Entonces,
ya que no pueden existir dos cocientes diferentes del tipo
wi
gd
para la misma candidatura i ∈ N
en cada uno de los intervalos [1, k1], [k1 + 1, k2], etc., se tiene que la sucesio´n
(ks+1 − ks)s≥1
esta´ acotada por n. Adema´s, por 1.273, podemos tomar la funcio´n generatriz g tal que
l´ım
x→+∞
g(λx)
g(x)
= l´ım
d→∞
gλd
gd
= λt .
Entonces, como
g−1
(wi
x
)
− 1
g−1
(w1
x
)
+ . . .+ g−1
(wn
x
) ≤
[
g−1
(wi
x
)]
[
g−1
(w1
x
)]
+ . . .+
[
g−1
(wn
x
)] ≤
g−1
(wi
x
)
g−1
(w1
x
)
− 1 + . . .+ g−1
(wn
x
)
− 1
=
g−1
(wi
x
)
g−1
(w1
x
)
+ . . .+ g−1
(wn
x
)
− n
haciendo el cambio de variable y =
1
x
y teniendo en cuenta 1.56 y 1.274, se tiene que
l´ım
s→∞
ri(w, ks) = l´ım
s→∞
Ri(w, ks)
ks
= l´ım
x→0+
[
g−1
(wi
x
)]
[
g−1
(w1
x
)]
+ . . .+
[
g−1
(wn
x
)] =
l´ım
x→0+
g−1
(wi
x
)
g−1
(w1
x
)
+ . . .+ g−1
(wn
x
) = l´ım
y→+∞
g−1(wiy)
g−1(w1y) + . . .+ g−1(wny)
=
l´ım
y→+∞
1
g−1(w1y)
g−1(wiy)
+ . . .+
g−1(wny)
g−1(wiy)
=
1(
w1
wi
)1/t
+ . . .+
(
wn
wi
)1/t
para cada w ∈ Wn de donde, aplicando 1.268, se deduce el resultado del enunciado.
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Observacio´n 1.279 La u´nica diferencia entre las expresiones
wi
1/t
w1
1/t + . . .+ wn
1/t
y
1(
w1
wi
)1/t
+ . . .+
(
wn
wi
)1/t
se da cuando t = 0, en cuyo caso la primera de ellas no tiene sentido.
Por comodidad de notacio´n, utilizaremos en lo sucesivo siempre la primera de dichas expresio-
nes, entendiendo que para t = 0 su valor es el de la segunda, es decir,
r¯i(w) =
1 , si wi > wh para cada h 6= i ,0 , si wi < wh para algu´n h 6= i .
Ejemplo 1.280 Supongamos que aplicamos el sistema de los divisores para n = 4 candidaturas
dado por la sucesio´n
gd = d
2
a la tabla de valores
i=1 i=2 i=3 i=4
0.4 0.3 0.2 0.1
En primer lugar, las ra´ıces cuadradas de los valores anteriores son
√
0.4 = 0.632 ,
√
0.3 = 0.548 ,
√
0.2 = 0.447 y
√
0.1 = 0.316 .
Y como
0.632 + 0.548 + 0.447 + 0.316 = 1.943
y
0.632
1.943
= 0.325 ,
0.548
1.943
= 0.282 ,
0.447
1.943
= 0.230 y
0.316
1.943
= 0.163 ,
la tabla de ı´ndices de estabilidad queda
i=1 i=2 i=3 i=4
0.325 0.282 0.230 0.163
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Proposicio´n 1.281 La extensio´n media de un sistema electoral estable es estable y sus ı´ndices
de estabilidad son
rˆ
u
i (w) = r¯
u+
i (wˆ
∗)
para cada u ∈ Uzp, cada i ∈ N y cada w ∈ W zpn .
Demostracio´n. Ya que, por 1.91 y ser R estable,
rˆ
u
i (w) = l´ım
k→∞
rˆui (w, k) = l´ım
k→∞
r
u+
i (wˆ
∗, k) = r¯u+i (wˆ
∗)
para cada u ∈ Uzp, cada i ∈ N y cada w ∈ W zpn .
Corolario 1.282 Los sistemas electorales medios de sistemas electorales simples estables son
estables y sus ı´ndices de estabilidad son
rˆ
u
i (w) = r¯i(wˆ)
para cada u ∈ Up y cada w ∈ W pn .
Proposicio´n 1.283 Los sistemas ordinales medios asinto´ticos son estables y, si wˆi es el hi–
e´simo voto mayor del vector wˆ, sus ı´ndices de estabilidad son
rˆ
u
i (w) = c¯hi .
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.270 y 1.282.
Proposicio´n 1.284 Los sistemas de cuotas medios son estables y sus ı´ndices de estabilidad
son
rˆ
u
i (w) = wˆi .
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.272 y 1.306.
Proposicio´n 1.285 Los sistemas de divisores medios t–asinto´ticos son estables y sus ı´ndices
de estabilidad son
rˆ
u
i (w) =
wˆ
1/t
i
wˆ
1/t
1 + . . .+ wˆ
1/t
n
.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.278 y 1.282.
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Proposicio´n 1.286 La suma de sistemas electorales estables respecto de uno simple estable
es estable y sus ı´ndices de estabilidad son
r+
u
i (w) = r
0
1(u
+) · r1u
∗
1
i (w
1) + . . .+ r0z(u
+) · rzu∗zi (wz)
para cada u ∈ Up1+...+pz , cada i ∈ N y cada w ∈ W p1+...+pzn .
Demostracio´n. Ya que, por 1.138 y ser R0 estable y R1, . . . , Rz estables,
r+
u
i (w) = l´ım
k→∞
(r+)ui (w, k) =
l´ım
k→∞
(
r01
(
u+, k
) · (r1)u∗1i (w1, R01(u+, k)) + . . .+ r0z (u+, k) · (rz)u∗zi (wz, R0z(u+, k))) =
l´ım
k→∞
r01
(
u+, k
) · l´ım
k→∞
(r1)
u∗1
i (w
1, R01(u
+, k)) + . . .+ l´ım
k→∞
r0z
(
u+, k
) · l´ım
k→∞
(rz)
u∗z
i (w
z, R0z(u
+, k))) =
r01(u
+) · r1u
∗
1
i (w
1) + . . .+ r0z(u
+) · rzu∗zi (wz)
para cada u ∈ Up1+...+pz , cada i ∈ N y cada w ∈ W p1+...+pzn .
Observacio´n 1.287 Las fo´rmulas anteriores pueden escribirse matricialmente en la forma
r+
u
1(w)
...
r+
u
n(w)
 =

r1
u∗1
1 (w
1) . . . rz
u∗z
1 (w
z)
...
...
r1
u∗1
n (w
1) . . . rz
u∗z
n (w
z)


r01(u
+)
...
r0z(u
+)

para cada u ∈ Up1+...+pz , cada i ∈ N y cada w ∈ W p1+...+pzn .
Corolario 1.288 Los sistemas electorales suma de sistemas simples estables respecto de uno
simple estable son estables y sus ı´ndices de estabilidad son
r+
u
i (w) = r
0
1(u) · r1i(w1) + . . .+ r0p(u) · rpi(wp)
para cada u ∈ Up, cada i ∈ N y cada w ∈ W pn .
Observacio´n 1.289 Las fo´rmulas anteriores pueden escribirse matricialmente en la forma
r+
u
1(w)
...
r+
u
n(w)
 =

r11(w
1) . . . rp1(w
p)
...
...
r1n(w
1) . . . rpn(w
p)


r01(u)
...
r0p(u)

para cada u ∈ Up, cada i ∈ N y cada w ∈ W pn .
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Proposicio´n 1.290 Los sistemas ordinales suma asinto´ticos respecto de uno simple estable
son estables y sus ı´ndices de estabilidad son
r+
u
i (w) =
p∑
j=1
r0j(u) c¯
j
hji
,
si wji es el h
j
i–e´simo voto mayor del vector w
j para cada j ∈ P .
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.270 y 1.288.
Proposicio´n 1.291 Los sistemas de cuotas suma respecto de uno simple estable son estables
y sus ı´ndices de estabilidad son
r+
u
i (w) =
p∑
j=1
r0j(u)w
j
i .
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.272 y 1.288.
Proposicio´n 1.292 Los sistemas de divisores suma t–asinto´ticos respecto de uno simple es-
table son estables y sus ı´ndices de estabilidad son
r+
u
i (w) =
p∑
j=1
r0j(u) · w
j
i
1/t
wj1
1/t
+ . . .+ wjn
1/t
.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.278 y 1.288.
Proposicio´n 1.293 La estabilidad es hereditaria y los ı´ndices de estabilidad son
r′
u
i (w) = r¯
u
i (w
′)
para cada u ∈ Up, cada i ∈ N ′ ⊆ N y cada w ∈ W pn′ .
Demostracio´n. Puesto que, por 1.189 y ser R estable,
r′
u
i (w) = l´ım
k→∞
(r′)ui (w, k) = l´ım
k→∞
rui (w
′, k) = r¯ui (w
′)
para cada u ∈ Up, cada i ∈ N ′ ⊆ N y cada w ∈ W pn′ .
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1.8.1 Mayor´ıa, proporcionalidad e igualdad
Consideremos los conjuntos︷︸︸︷
W pn = {w ∈ W pn : existe i ∈ N tal que wˆi > wˆh para cada h 6= i}
y
W pn = {w ∈ W pn : wˆi 6= 0 para cada i ∈ N} .
Definicio´n 1.294 Un sistema electoral R es mayoritario si y, solo si, para cada u ∈ Up y
cada w ∈
︷︸︸︷
W pn
r¯ui (w) =
1, si wˆi > wˆh para cada h 6= i ,0, si wˆi < wˆh para algu´n h 6= i .
Observacio´n 1.295 Es interesante observar que los valores del caso de mayor´ıa definido
anteriormente son los ı´ndices de poder del sistema mayoritario puro medio vistos en 1.105 que,
como se observo´ en 1.106, no depend´ıan de k.
Definicio´n 1.296 Un sistema electoral R es proporcional si y, so´lo si, para cada u ∈ Up y
cada w ∈ W pn
r¯ui (w) = wˆi .
Definicio´n 1.297 Un sistema electoral R es igualitario si y, so´lo si, para cada u ∈ Up y cada
w ∈ W pn
r¯ui (w) =
1
n
.
Proposicio´n 1.298 Los sistemas electorales mayoritarios e igualitarios son estables casi seguro
w ∈ W pn ; y los proporcionales, estables.
Demostracio´n. Puesto que las condiciones anteriores se verifican en W pn −
︷︸︸︷
W pn , W
p
n −W pn
y W pn respectivamente.
Los casos extremos, salvo reordenacio´n, de las enuplas (c¯1, . . . , c¯n) de los sistemas ordinales
asinto´ticos son
(1, 0, . . . , 0) y
(
1
n
, . . . ,
1
n
)
,
que denominaremos de ma´xima dispersio´n y mı´nima dispersio´n, respectivamente.
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Proposicio´n 1.299 (a) Los sistemas ordinales asinto´ticos de ma´xima dispersio´n son mayori-
tarios.
(b) Los sistemas ordinales asinto´ticos de mı´nima dispersio´n son igualitarios.
Demostracio´n. (a) Ya que, por 1.270, para cada i ∈ N y cada w ∈
︷︸︸︷
Wn
r¯i(w) =
1 , si wi > wh para cada h 6= i ,0 , si wh < wi para algu´n h 6= i .
(b) Puesto que, por 1.270, para cada i ∈ N
r¯i(w) =
1
n
para cada w ∈ Wn.
Corolario 1.300 Los sistemas mayoritario e igualitario puros son mayoritario e igualitario,
respectivamente.
Proposicio´n 1.301 Los sistemas de cuotas son proporcionales.
Demostracio´n. Por 1.272.
Corolario 1.302 El sistema de los mayores restos es proporcional.
Proposicio´n 1.303 (a) Los sistemas de divisores 0–asinto´ticos son mayoritarios.
(b) Los sistemas de divisores 1–asinto´ticos son proporcionales.
(c) Los sistemas de divisores +∞–asinto´ticos son igualitarios.
Demostracio´n. (a) Consecuencia inmediata de 1.279.
(b) Por 1.278, con t = 1.
(c) Por 1.278, con t = +∞.
Corolario 1.304 Los sistemas de divisores lineales –y, en particular, el de Hondt– son pro-
porcionales.
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Proposicio´n 1.305 (a) La extensio´n media de un sistema electoral mayoritario es mayoritaria.
(b) La extensio´n media de un sistema electoral proporcional es proporcional.
(c) La extensio´n media de un sistema electoral igualitario es igualitaria.
Demostracio´n. (a) Ya que, por 1.72 y 1.281 y ser R mayoritario,
rˆ
u
i (w) = r¯
u+
i (wˆ
∗) =
1, si wˆi = u+ · wˆ∗i > u+ · wˆ∗h = wˆh para cada h 6= i ,0, si wˆi = u+ · wˆ∗i < u+ · wˆ∗h = wˆh para algu´n h 6= i ,
para cada u ∈ Uzp, cada i ∈ N y cada w ∈
︷︸︸︷
W zpn .
(b) Dado que, por 1.72 y 1.281 y ser R proporcional,
rˆ
u
i (w) = r¯
u+
i (wˆ
∗) = u+ · wˆ∗i = wˆi
para cada u ∈ Uzp, cada i ∈ N y cada w ∈ W zpn .
(c) Puesto que, por 1.281 y ser R igualitario,
rˆ
u
i (w) = r¯
u+
i (wˆ
∗) =
1
n
para cada u ∈ Uzp, cada i ∈ N y cada w ∈ W zpn .
Corolario 1.306 (a) Los sistemas electorales medios de sistemas simples mayoritarios son
mayoritarios.
(b) Los sistemas electorales medios de sistemas simples proporcionales son proporcionales.
(c) Los sistemas electorales medios de sistemas simples igualitarios son igualitarios.
Proposicio´n 1.307 (a) Los sistemas ordinales medios asinto´ticos de ma´xima y mı´nima dis-
persio´n son mayoritarios e igualitarios, respectivamente.
(b) Los sistemas de cuotas medios son proporcionales.
(c) Los sistemas de divisores medios 0–asinto´ticos, 1–asinto´ticos y +∞–asinto´ticos son mayo-
ritarios, proporcionales e igualitarios, respectivamente.
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Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.299, 1.301, 1.303 y 1.306.
Corolario 1.308 (a) Los sistemas mayoritario e igualitario puros medios son mayoritario e
igualitario, respectivamente.
(b) El sistema de los mayores restos medio es proporcional.
(c) Los sistemas de divisores lineales medios –y, en particular, el de Hondt medio– son propor-
cionales.
Proposicio´n 1.309 (a) La suma de sistemas electorales proporcionales respecto de uno simple
proporcional es proporcional.
(b) La suma de sistemas electorales igualitarios respecto de uno simple estable es igualitaria.
Demostracio´n. (a) Dado que, por 1.120 y 1.286 y ser R0 estable y R1, . . . , Rz proporcionales,
r+
u
1(w)
...
r+
u
n(w)
 =

r1
u∗1
1 (w
1) . . . rz
u∗z
1 (w
z)
...
...
r1
u∗1
n (w
1) . . . rz
u∗z
n (w
z)


r01(u
+)
...
r0z(u
+)

=

u∗1 · w11 . . . u∗z · wz1
...
...
u∗1 · w1n . . . u∗z · wzn


u+1
...
u+z
 =

wˆ1
...
wˆn

para cada u ∈ Up1+...+pz , cada i ∈ N y cada w ∈ W p1+...+pzn .
(b) Puesto que, por 1.286 y ser R0 estable y R1, . . . , Rz igualitarios,
r+
u
1(w)
...
r+
u
n(w)
 =

r1
u∗1
1 (w
1) . . . rz
u∗z
1 (w
z)
...
...
r1
u∗1
n (w
1) . . . rz
u∗z
n (w
z)


r01(u
+)
...
r0z(u
+)

=

1
n
. . .
1
n
...
...
1
n
. . .
1
n


r01(u
+)
...
r0z(u
+)
 =

1
n
...
1
n

para cada u ∈ Up1+...+pz , cada i ∈ N y cada w ∈ W p1+...+pzn .
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Corolario 1.310 (a) Los sistemas electorales suma de sistemas simples proporcionales respecto
de uno simple proporcional son proporcionales.
(b) Los sistemas electorales suma de sistemas simples igualitarios respecto de uno simple estable
son igualitarios.
Proposicio´n 1.311 (a) Los sistemas ordinales suma asinto´ticos de mı´nima dispersio´n respecto
de uno simple estable son igualitarios.
(b) Los sistemas de cuotas suma respecto de uno simple proporcional son proporcionales.
(c) Los sistemas de divisores suma 1–asinto´ticos y +∞–asinto´ticos respecto de uno simple
proporcional y uno simple estable son proporcionales e igualitarios, respectivamente.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.299, 1.301, 1.303 y 1.310.
Corolario 1.312 (a) El sistema igualitario puro suma respecto de uno simple estable es igua-
litario.
(b) El sistema de los mayores restos suma respecto de uno simple proporcional es proporcional.
(c) Los sistemas de divisores lineales suma –y, en particular, el de Hondt suma– respecto de
uno simple proporcional son proporcionales.
Proposicio´n 1.313 (a) La mayor´ıa es hereditaria.
(b) La proporcionalidad es hereditaria.
Demostracio´n. (a) Ya que, por 1.168, 1.293 y ser R mayoritario,
r′
u
i (w) = r¯
u
i (w
′) =
1 , si wˆi = ŵ′i > ŵ′h = wˆh para cada h 6= i ,0 , si wˆi = ŵ′i < ŵ′h = wˆh para algu´n h 6= i ,
para cada u ∈ Up, cada i ∈ N ′ y cada w ∈
︷︸︸︷
W pn′ .
(b) Dado que, por 1.168, 1.293 y ser R proporcional,
r′
u
i (w) = r¯
u
i (w
′) = ŵ′i = wˆi ,
para cada u ∈ Up, cada i ∈ N ′ y cada w ∈ W pn′ .
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Observacio´n 1.314 La igualdad no es hereditaria, ya que el hecho que
r¯ui (w) =
1
n
no implica que
r′
u
i (w) =
1
n′
.
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2
Expectativas electorales
A lo largo del cap´ıtulo anterior hemos definido y estudiado diversos conceptos y propieda-
des de los sistemas electorales. En ambos casos podr´ıamos decir que su tratamiento ha sido
ba´sicamente global. Con ello queremos indicar que no hemos tenido en cuenta las posibles
implicaciones individuales que pueda haber para cada una de las candidaturas. El propo´si-
to de este cap´ıtulo es precisamente e´ste: analizar las posibilidades que se le presentan a una
candidatura cualquiera en funcio´n de los diferentes votos que pueda tener en cada una de las
circunscripciones.
As´ı, comenzamos el cap´ıtulo introduciendo la nocio´n de expectativa electoral asociada a un
vector de pesos y uno de votos para pasar seguidamente a analizar las propiedades correspon-
dientes de crecimiento, estabilidad y, en particular, las de mayor´ıa, proporcionalidad e igualdad
parciales, ana´logas a las de igual nombre estudiadas en el cap´ıtulo anterior pero referidas a la
expectativa electoral.
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2.1 Expectativas electorales
Con la idea de analizar los sistemas electorales desde un punto de vista individual de una
candidatura cualquiera, consideramos en esta seccio´n la nocio´n de expectativas electorales de
una candidatura cuando se fija su vector de votos.
Dado un sistema electoral (N,ℵ, R) asociado a (P,P) y x = (x1, . . . , xp) ∈ [0, 1]p, notamos
W pn−1(x) =


w11 . . . w
p
1
...
...
w1n−1 . . . w
p
n−1
 : 0 ≤ wji ≤ 1 para cada i = 1, . . . , n y cada j ∈ P
wj1 + . . .+ w
j
n−1 = 1− x1 para cada j ∈ P
 .
En particular, W pn−1(0, . . . , 0) = W
p
n−1 y W
p
n−1(1, . . . , 1) = {(0, . . . , 0)}.
Dada entonces la matriz
w =

w11 . . . w
p
1
...
...
w1n−1 . . . w
p
n−1
 ∈ W pn−1(x)
podemos considerar la matriz
(x/w) =

x1 . . . xp
w11 . . . w
p
1
...
...
w1n−1 . . . w
p
n−1
 ∈ W pn .
Ejemplo 2.1 Para la matriz w ∈ W 23 (0.4, 0.1) definida por la tabla
i=2 i=3 i=4
j=1 0.6 0.3 0.2 0.1
j=2 0.4 0.2 0.3 0.4
la matriz ((0.4, 0.1)/w) ∈ W 24 es
i=1 i=2 i=3 i=4
j=1 0.6 0.4 0.3 0.2 0.1
j=2 0.4 0.1 0.2 0.3 0.4
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Consideremos para cada x ∈ [0, 1]p la aplicacio´n
Fx : W
p
n−1(x) −→ W pn
definida para cada w ∈ W pn−1(x) por
Fx(w) = (x/w) .
Consideramos en W pn−1(x) el conjunto de las antiima´genes de conjuntos medibles de Wn:{
Fx
−1(β) : β es un conjunto medible de Wn
}
.
Proposicio´n 2.2 Para cada x ∈ [0, 1]p, Fx es medible e inyectiva.
Demostracio´n. Por definicio´n.
Y podemos considerar tambie´n para cada i ∈ N la aplicacio´n
Ti : Wn × (m). . . ×Wn −→ Wn−1(w1i )× . . .×Wn−1(wpi )
definida para cada (w1, . . . , wp) ∈ Wn × (m). . . ×Wn por
Ti(w
1, . . . , wp) = (w1w1i
, . . . , wp
wpi
) ,
siendo w1
w1i
, . . . , wp
wpi
las matrices obtenidas suprimiendo las componentes i–e´simas de cada
w1, . . . , wp, respectivamente.
Proposicio´n 2.3 Para cada i ∈ N , Ti es medible y exhaustiva.
Demostracio´n. Por definicio´n.
Proposicio´n 2.4 Para cada x ∈ [0, 1]p
T1 ◦ Fx = I|Wn−1(x) .
Demostracio´n. Puesto que
(T1 ◦ Fx)(w) = T1(Fx(w)) = T1(x/w) = w
para cada w ∈ W pn−1(x).
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Definicio´n 2.5 Para cada u ∈ Up y cada x ∈ [0, 1]p, denominamos funcio´n de recuento
parcial del vector de pesos u ∈ Up y el vector de votos x ∈ [0, 1]p a la aplicacio´n
ℵux : W pn−1(x) −→ Wn−1(x1)× . . .×Wn−1(xm)
definida por
ℵux(w) = T1 (ℵu(x/w))
para cada w ∈ W pn−1(x).
Proposicio´n 2.6 Cualquier otra forma de definir
ℵux ,
pero an˜adiendo el vector de votos x de cualquier otro modo, es igual a la aplicacio´n ℵux definida
anteriormente.
Demostracio´n. Por la simetr´ıa de la funcio´n de recuento ℵ.
Y consideremos asimismo en W pn−1(x) la familia de probabilidades
(Pu,x)(u,x)∈Up×[0,1]p
dadas por las aplicaciones anteriores y las funciones de densidad definidas para cada w ∈
Wn−1(x1)× . . .×Wn−1(xm) por
fux (w) =
fu(x/w)∫
Wn−1(x1)×...×Wn−1(xm) f
u(x/w) dV
.
Proposicio´n 2.7 La funciones anteriores fux esta´n bien definidas.
Demostracio´n. Puesto que∫
Wn−1(x1)×...×Wn−1(xm)
fux (w) dV =
∫
Wn−1(x1)×...×Wn−1(xm)
fu(x/w)∫
Wn−1(x1)×...×Wn−1(xm) f
u(x/w) dV
dV
=
∫
Wn−1(x1)×...×Wn−1(xm) f
u(x/w) dV∫
Wn−1(x1)×...×Wn−1(xm) f
u(x/w) dV
= 1
y
fux (w) =
fu(x/w)∫
Wn−1(x1)×...×Wn−1(xm) f
u(x/w) dV
≥ 0
para cada w ∈ Wn−1(x1)× . . .×Wn−1(xm).
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Proposicio´n 2.8 La funcio´n de densidad parcial respecto de la funcio´n de densidad uniforme
es uniforme y para cada Wn−1(x1)× . . .×Wn−1(xm)
fux (w) =
((n− 2)!)m
(
√
n− 1)m (1− x1)n−2 · . . . · (1− xm)n−2
.
Demostracio´n. Ya que
fux (w) =
fu(x/w)∫
Wn−1(x1)×...×Wn−1(xm) f
u(x/w) dV
=
(
(n−1)!√
n
)m
∫
Wn−1(x1)×...×Wn−1(xm)
(
(n−1)!√
n
)m
dV
=
1∫
Wn−1(x1)
dV 1 · . . . · ∫
Wn−1(xm)
dV m
=
((n− 2)!)m
(
√
n− 1)m (1− x1)n−2 · . . . · (1− xm)n−2
,
puesto que∫
Wn−1(xj)
dV j =
√
n− 1
∫ 1−x
0
. . .
∫ 1−xj−w1−...−wn−1
0
(dw1 . . . dwn−2) dwn−1 =
√
n− 1
∫ 1−x
0
. . .
∫ 1−xj−w1−...−wn−2
0
(1− xj) (dw1 . . . dwn−3) dwn−2 =
√
n− 1
∫ 1−x
0
. . .
∫ 1−xj−w1−...−wn−3
0
1
2
(1−xj)2 (dw1 . . . dwn−4) dwn−3 = . . . =
√
n− 1
(n− 2)! (1−xj)
n−2
para cada j = 1, . . . ,m.
Proposicio´n 2.9 Para cada u ∈ Up y cada x ∈ [0, 1]p
ℵux = T1 ◦ ℵu ◦ Fx .
Demostracio´n. Puesto que
ℵux(w) = T1 (ℵu(x/w)) = T1 (ℵu(Fx(w))) = (T1 ◦ ℵu ◦ Fx)(x)
para cada u ∈ Up y cada x ∈ [0, 1]p.
Proposicio´n 2.10 ℵux es un vector aleatorio, para cada u ∈ Up y cada x ∈ [0, 1]p.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 2.2, 2.3 y 2.9.
Ejemplo 2.11 Si consideramos el ejemplo 1.11, tenemos que
ℵ(0.6,0.4)(0.4,0.1)
(
0.3 0.2 0.1
0.2 0.3 0.4
)
= T1
(
ℵ(0.6,0,4)
(
0.4 0.3 0.2 0.1
0.1 0.2 0.3 0.4
))
=
T1
(
0.4, 0.3, 0.2, 0.1), (0.1, 0.2, 0.3, 0.4)
)
=
(
(0.3, 0.2, 0.1), (0.2, 0.3, 0.4)
)
.
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Definicio´n 2.12 Para cada u ∈ Up y cada x ∈ [0, 1]p, denominamos expectativa electoral
del vector de pesos u ∈ Up y el vector de votos x ∈ [0, 1]p a la aplicacio´n
Eux : W
p
n−1(x)× N −→ N ⊆ R
definida para cada w ∈ W pn−1(x) y cada k ∈ N por
Eux(w, k) = R
u
1((x/w), k) .
Proposicio´n 2.13 Cualquier otra forma de definir
Eux ,
pero an˜adiendo el vector de votos x de cualquier otro modo, es igual casi seguro a la aplicacio´n
Eux definida anteriormente.
Demostracio´n. Por el axioma de imparcialidad.
Proposicio´n 2.14 Para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, cada w ∈ W pn−1(x) y cada k ∈ N
0 ≤ Eux(w, k) ≤ k .
Demostracio´n. Por definicio´n.
Proposicio´n 2.15 (a) Para cada u ∈ Up, cada w ∈ W pn−1 y cada k ∈ N
Eu(0,...,0)(w, k) = 0 .
(b) Para cada u ∈ Up y cada k ∈ N
Eu(1,...,1)(0, k) = k ,
donde 0 es la matriz nula.
(c) Para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada w ∈ W pn−1(x)
Eux(w, 0) = 0 .
Demostracio´n. (a) Consecuencia inmediata del axioma del voto nulo, teniendo en cuenta
que W pn−1(0, . . . , 0) = W
p
n−1.
(b) Consecuencia inmediata de 1.17, teniendo en cuenta que W pn−1(1, . . . , 1) = {(0, . . . , 0)}.
(c) Consecuencia inmediata de 1.17.
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Definicio´n 2.16 Para cada u ∈ Up y cada x ∈ [0, 1]p, denominamos expectativa electoral
relativa del vector de pesos u ∈ Up y el vector de votos x ∈ [0, 1]p a la aplicacio´n
eux : W
p
n−1(x)× N −→ N ⊆ R
definida por
eux(w, k) =

Eux(w, k)
k
, si k > 0 ,
1 , si x = (1, . . . , 1) y k = 0 ,
0 , si x 6= (1, . . . , 1) y k = 0 ,
para cada w ∈ W pn−1(x) y cada k ∈ N.
Proposicio´n 2.17 (a) Para cada u ∈ Up y cada x ∈ [0, 1]p
eux(w, k) = r
u
1 ((x/w), k)
para cada w ∈ W pn−1(x) y cada k ∈ N.
(b) Para cada u ∈ Up y cada x ∈ [0, 1]p
0 ≤ eux(w, k) ≤ 1
para cada w ∈ W pn−1(x) y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de la definicio´n anterior y de 2.14.
Proposicio´n 2.18 (a) Para cada u ∈ Up, cada w ∈ W pn−1 y cada k ∈ N
eu(0,...,0)(w, k) = 0 .
(b) Para cada u ∈ Up y cada k ∈ N
eu(1,...,1)(0, k) = 1 ,
donde 0 es la matriz nula.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 2.15.
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Ejemplo 2.19 Como hemos visto en el ejemplo 2.1, dada la matriz w ∈ W3(0.4, 0.1) corres-
pondiente a la tabla
i=2 i=3 i=4
j=1 0.6 0.3 0.2 0.1
j=2 0.4 0.2 0.3 0.4
se obtiene la matriz w ∈ W4 dada por la tabla
i=1 i=2 i=3 i=4
j=1 0.6 0.4 0.3 0.2 0.1
j=2 0.4 0.1 0.2 0.3 0.4
Entonces, si consideramos el sistema electoral del ejemplo 1.14 que asignaba todos los repre-
sentantes a la candidatura de mayor voto en la circunscripcio´n de peso mayor
Rui (w, k) =
k , si uj > uj′ para cada j′ 6= j y w
j
i > w
j
h para cada h 6= i ,
0 , en caso contrario
para cada u ∈ Up, cada i ∈ N , cada k ∈ N y cada w ∈ W pn , la tabla de representantes obtenida
era
i=1 i=2 i=3 i=4
k 0 0 0
En consecuencia, se obtiene que
E
(0.6,0.4)
(0.4,0.1)(w, k) = k
y, en particular,
e
(0.6,0.4)
(0.4,0.1)(w, k) = 1 .
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Teorema 2.20 (a) Para cada u ∈ Up, cada i ∈ N y cada w ∈ W pn
ℵui (w) = ℵuwi (wwi) .
(b) Para cada u ∈ Up, cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn
Rui (w, k) = E
u
wi
(wwi , k) .
(c) Para cada u ∈ Up, cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn
rui (w, k) = e
u
wi
(wwi , k) .
Demostracio´n. (a) Puesto que, por la simetr´ıa de las funciones de recuento parciales,
ℵui (w, k) = ℵu1(wi, w1, . . . , wi−1, wi+1, . . . , wn) = ℵuwi (wwi)
para cada u ∈ Up, cada i ∈ N y cada w ∈ W pn .
(b) Ya que, por el axioma de imparcialidad,
Rui (w, k) = R
u
1 ((wi, w1, . . . , wi−1, wi+1, . . . , wn), k) = E
u
wi
(wwi , k)
para cada u ∈ Up, cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn .
(c) Dado que
rui (w, k) =
Rui (w, k)
k
=
Euwi(wwi , k)
k
= euwi(wwi , k)
para cada u ∈ Up, cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn .
Observacio´n 2.21 Las familias de funciones de recuento y reglas electorales
(ℵu)u∈Up y (Ru)u∈Up
determinan las familias de funciones de recuento parciales y expectativas electorales
(ℵux)(u,x)∈Up×[0,1]p y (Eux)(u,x)∈Up×[0,1]p .
Y, rec´ıprocamente, las familias de funciones de recuento parciales y expectativas electorales
(ℵux)(u,x)∈Up×[0,1]p y (Eux)(u,x)∈Up×[0,1]p
determinan casi seguro w ∈ W pn las familias de funciones de recuento parciales y reglas electo-
rales
(ℵu)u∈Up y (Ru)u∈Up .
Y ana´logamente con las reglas electorales relativas y la expectativas electorales relativas.
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Asimismo, denotaremos por Eu,kx a la aplicacio´n
Eu,kx : W
p
n−1(x) −→ N ⊆ R
obtenida a partir de Eux fijando el valor de k ∈ N
Eu,kx (w) = E
u
x(w, k) .
Proposicio´n 2.22 Para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N
Eu,kx = R
u,k
1 ◦ Fx .
Demostracio´n. Puesto que
Eu,kx (w) = E
u
x(w, k) = R
u
1((x/w), k) = R
u,k
1 (x/w) = R
u,k
1 (Fx(w)) =
(
Ru,k1 ◦ Fx
)
(w)
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
Proposicio´n 2.23 Para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N
Eu,kx
es una variable aleatoria.
Demostracio´n. Por 2.22, teniendo en cuenta que Ru,k1 y Fx son medibles.
Asimismo, denotaremos por eu,kx a la aplicacio´n
eu,kx : W
p
n−1(x) −→ R
obtenida a partir de eux fijando el valor de k ∈ N.
eu,kx (w) = e
u
x(w, k) .
Proposicio´n 2.24 Para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N
eu,kx
es una variable aleatoria.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 2.23.
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Proposicio´n 2.25 En los sistemas electorales ordinales, si x es el h–e´simo voto de (x/w)
Ex(w, k) = ch(k)
para cada x ∈ [0, 1], cada k ∈ N y casi seguro w ∈ Wn−1(x).
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.33.
Corolario 2.26 (a) En el sistema electoral mayoritario puro,
Ex(w, k) =
k , si x > wi para cada i = 1, . . . , n− 1 ,0 , si x < wi para algu´n i = 1, . . . , n− 1 ,
para cada x ∈ [0, 1], cada k ∈ N y casi seguro w ∈ Wn−1(x).
(b) En el sistema electoral igualitario puro,
Ex(w, k) =

[
k
n
]
+ 1 , si x es uno de los k − n [ k
n
]
votos mayores de (x/w) ,[
k
n
]
, si x no es uno de los k − n [ k
n
]
votos mayores de (x/w) ,
para cada x ∈ [0, 1], cada k ∈ N y casi seguro w ∈ Wn−1(x).
Proposicio´n 2.27 En los sistemas electorales ordinales, si x es el h–e´simo voto de (x/w)
ex(w, k) =
ch(k)
k
para cada x ∈ [0, 1], cada k ∈ N y casi seguro w ∈ Wn−1(x).
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.35.
Corolario 2.28 (a) En el sistema electoral mayoritario puro,
ex(w, k) =
1 , si x > wi para cada i = 1, . . . , n− 1 ,0 , si x < wi para algu´n i = 1, . . . , n− 1 ,
para cada x ∈ [0, 1], cada k ∈ N y casi seguro w ∈ Wn−1(x).
(b) En el sistema electoral igualitario puro,
ex(w, k) =

[
k
n
]
+ 1
k
, si x es uno de los k − n [ k
n
]
votos mayores de (x/w) ,[
k
n
]
k
, si x no es uno de los k − n [ k
n
]
votos mayores de (x/w) ,
para cada k ∈ N y casi seguro w ∈ Wn−1(x).
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Observacio´n 2.29 La expectativa relativa del sistema mayoritario puro no depende de k.
Proposicio´n 2.30 En los sistemas electorales de cuotas con
qk ∈
(
1
k + 1
,
1
k
]
,
Ex(w, k) =

[
x
qk
]
+ 1 , si
x
qk
−
[
x
qk
]
es uno de los mayores restos ,[
x
qk
]
, si
x
qk
−
[
x
qk
]
no es uno de los restos mayores ,
para cada x ∈ [0, 1], cada k ∈ N y casi seguro w ∈ Wn−1(x).
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.45.
Corolario 2.31 En el sistema electoral de los mayores restos,
Ex(w, k) =
{
[kx] + 1 , si kx− [kx] es uno de los mayores restos ,
[kx] , si kx− [kx] no es uno de los restos mayores ,
para cada x ∈ [0, 1], cada k ∈ N y casi seguro w ∈ Wn−1(x).
Proposicio´n 2.32 En los sistemas electorales de cuotas con
qk ∈
(
1
k + 1
,
1
k
]
,
ex(w, k) =

[
x
qk
]
+ 1
k
, si
x
qk
−
[
x
qk
]
es uno de los mayores restos ,[
x
qk
]
k
, si
x
qk
−
[
x
qk
]
no es uno de los mayores restos ,
para cada x ∈ [0, 1], cada k ∈ N y casi seguro w ∈ Wn−1(x).
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.47.
Corolario 2.33 En el sistema electoral de los mayores restos,
ex(w, k) =

[kx] + 1
k
, si kx− [kx] es uno de los mayores restos ,
[kx]
k
, si kx− [kx] no es uno de los mayores restos ,
para cada x ∈ [0, 1], cada k ∈ N y casi seguro w ∈ Wn−1(x).
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Proposicio´n 2.34 En los sistemas electorales de divisores con
(gd)d≥1
estrictamente creciente, existe x0 ∈ (0, 1) tal que
Ex(w, k) =
[
g−1
(
x
x0
)]
,
para cada x ∈ [0, 1], cada k ∈ N y casi seguro w ∈ Wn−1(x).
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.62.
Corolario 2.35 En los sistemas electorales de divisores lineales con
gd = d+ s
y s > −1, existe x0 ∈ (0, 1) tal que
Ex(w, k) =
[
x
x0
− s
]
,
para cada x ∈ [0, 1], cada k ∈ N y casi seguro w ∈ Wn−1(x).
Proposicio´n 2.36 En los sistemas electorales de divisores con
(gd)d≥1
estrictamente creciente, existe x0 ∈ (0, 1) tal que
ex(w, k) =
[
g−1
(
x
x0
)]
k
,
para cada x ∈ [0, 1], cada k ∈ N y casi seguro w ∈ Wn−1(x).
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.64.
Corolario 2.37 En los sistemas electorales de divisores lineales con
gd = d+ s
y s > −1, existe x0 ∈ (0, 1) tal que
ex(w, k) =
[
x
x0
− s
]
k
,
para cada x ∈ [0, 1], cada k ∈ N y casi seguro w ∈ Wn−1(x).
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Consideremos ahora un sistema electoral y su extensio´n media
(N,ℵ, R) y (N, ℵˆ, Rˆ)
asociados a (P,P) y (Pˆ , Pˆ), respectivamente.
Dados u ∈ Uzp, x ∈ [0, 1]zp y w ∈ W zpn−1(x), consideremos el vector
xˆ∗ = (u∗1x1 + . . .+ u
∗
(z−1)p+1x(z−1)p+1, . . . , u
∗
pxp + . . .+ u
∗
zpxzp) ∈ [0, 1]p
y la matriz
wˆ∗ =

u∗1w
1
1 + . . .+ u
∗
(z−1)p+1w
(z−1)p+1
1 . . . u
∗
pw
p
1 + . . .+ u
∗
zpw
zp
1
...
...
u∗1w
1
n−1 + . . .+ u
∗
(z−1)p+1w
(z−1)p+1
n−1 . . . u
∗
pw
p
n−1 + . . .+ u
∗
zpw
zp
n−1
 ∈ W pn−1(x) .
En particular, para los sistemas electorales medios tenemos
xˆ = u1x1 + . . .+ upxp ∈ [0, 1]
y
wˆ = (u1w
1
1 + . . .+ upw
p
1, . . . , u1w
1
n−1 + . . .+ upw
p
n−1) ∈ Wn−1(x) .
Proposicio´n 2.38 Para u ∈ Uzp, cada x ∈ [0, 1]zp y cada w ∈ W zpn−1(x)
(̂x/w)
∗
= (xˆ∗/wˆ∗) .
Demostracio´n. Puesto que
(̂x/w)
∗
=

u∗1x1 + . . .+ u
∗
(z−1)p+1x(z−1)p+1 . . . u
∗
pxp + . . .+ u
∗
zpxzp
u∗1w
1
1 + . . .+ u
∗
(z−1)p+1w
(z−1)p+1
1 . . . u
∗
pw
p
1 + . . .+ u
∗
zpw
zp
1
...
...
u∗1w
1
n−1 + . . .+ u
∗
(z−1)p+1w
(z−1)p+1
n−1 . . . u
∗
pw
p
n−1 + . . .+ u
∗
zpw
zp
n−1
 = (xˆ∗/wˆ∗)
para u ∈ Uzp, cada x ∈ [0, 1]zp y cada w ∈ W zpn−1(x).
Corolario 2.39 Para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada w ∈ W pn−1(x)
(̂x/w) = (xˆ/wˆ) .
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Proposicio´n 2.40 Para cada u ∈ Uzp y cada x ∈ [0, 1]zp
ℵˆux(w) = ℵu+xˆ∗ (wˆ∗)
para cada w ∈ W zpn−1(x).
Demostracio´n. Puesto que, por 2.38,
ℵˆux(w) = T1
(
ℵˆu(x/w)
)
= T1
(
ℵu+
(
(̂x/w)
∗))
= T1 (ℵu+(xˆ∗/wˆ∗)) = ℵu+xˆ∗ (wˆ∗)
para cada u ∈ Uzp, cada x ∈ [0, 1]zp y cada w ∈ W zpn−1(x).
Corolario 2.41 Para cada u ∈ Up y cada x ∈ [0, 1]p
ℵˆx(w) = ℵxˆ(wˆ)
para cada w ∈ W pn−1(x).
Proposicio´n 2.42 Para cada u ∈ Uzp y cada x ∈ [0, 1]zp
fˆux (w) = f
u+
xˆ∗ (w)
para cada w ∈ Wn−1(x1)× . . .×Wn−1(xm).
Demostracio´n. Puesto que, por 1.79,
fˆux (w) =
fˆu(x/w)∫
Wn−1(x1)×(m)... ×Wn−1(xm) fˆ
u(x/w) dV
=
fu+(xˆ∗/w)∫
Wn−1(x1)×(m)... ×Wn−1(xm) f
u+(xˆ∗/w) dV
= f
u+
xˆ∗ (w)
para cada u ∈ Uzp, cada x ∈ [0, 1]zp y cada w ∈ Wn−1(x1)× . . .×Wn−1(xm).
Corolario 2.43 Para cada u ∈ Up y cada x ∈ [0, 1]p
fˆux (w) = fxˆ(w) .
para cada w ∈ Wn−1(x).
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Proposicio´n 2.44 Para cada u ∈ Uzp y cada x ∈ [0, 1]zp
Eˆux(w, k) = E
u+
xˆ∗ (wˆ
∗, k)
para cada w ∈ W zpn−1(x) y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Puesto que, por 2.38,
Eˆux(w, k) = Rˆ
u
1((x/w), k) = R
u+
1
(
(̂x/w)
∗
, k
)
= R
u+
1 ((xˆ
∗/wˆ∗), k) = Eu+xˆ∗ (wˆ
∗, k)
para cada u ∈ Uzp, cada x ∈ [0, 1]zp, cada w ∈ W zpn−1(x) y cada k ∈ N.
Corolario 2.45 Para cada u ∈ Up y cada x ∈ [0, 1]p
Eˆux(w, k) = Exˆ(wˆ, k)
para cada w ∈ W pn−1(x) y cada k ∈ N.
Proposicio´n 2.46 Para cada u ∈ Uzp y cada x ∈ [0, 1]zp
eˆux(w, k) = e
u+
xˆ∗ (wˆ
∗, k)
para cada w ∈ W zpn−1(x) y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Dado que
eˆux(w, k) =
Eˆux(w, k)
k
=
E
u+
xˆ∗ (wˆ
∗, k)
k
= e
u+
xˆ∗ (wˆ
∗, k)
para cada u ∈ Uzp, cada x ∈ [0, 1]zp, cada w ∈ W zpn−1(x) y cada k ∈ N.
Corolario 2.47 Para cada u ∈ Up y cada x ∈ [0, 1]p
eˆux(w, k) = exˆ(wˆ, k)
para cada w ∈ W pn−1(x) y cada k ∈ N.
Proposicio´n 2.48 En los sistemas ordinales medios, si xˆ es el h–e´simo voto de (xˆ/wˆ)
Eˆux(w, k) = cj(k)
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn−1(x).
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 2.25 y 2.45.
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Corolario 2.49 (a) En el sistema mayoritario puro medio,
Eˆux(w, k) =
k , si xˆ > wˆi para cada i = 1, . . . , n− 1 ,0 , si xˆ < wˆi para algu´n i = 1, . . . , n− 1 ,
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn−1(x).
(b) En el sistema igualitario puro medio,
Eˆux(w, k) =

[
k
n
]
+ 1 , si xˆ es uno de los k − n [ k
n
]
votos medios mayores de (xˆ/wˆ) ,[
k
n
]
, si xˆ no es uno de los k − n [ k
n
]
votos medios mayores de (xˆ/wˆ) ,
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn−1(x).
Proposicio´n 2.50 En los sistemas ordinales medios, si xˆ es el h–e´simo voto de (xˆ/wˆ)
eˆux(w, k) =
cj(k)
k
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn−1(x).
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 2.27 y 2.45.
Corolario 2.51 (a) En el sistema mayoritario puro medio,
eˆux(w, k) =
1 , si xˆ > wˆi para cada i = 1, . . . , n− 1 ,0 , si xˆ < wˆi para algu´n i = 1, . . . , n− 1 ,
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn−1(x).
(b) En el sistema igualitario puro medio,
eˆux(w, k) =

[
k
n
]
+ 1
k
, si xˆ es uno de los k − n [ k
n
]
votos medios mayores de (xˆ/wˆ) ,[
k
n
]
k
, si xˆ no es uno de los k − n [ k
n
]
votos medios mayores de (xˆ/wˆ) ,
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn−1(x).
Observacio´n 2.52 La expectativa electoral relativa del sistema mayoritario puro medio no
depende de k.
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Proposicio´n 2.53 En los sistemas de cuotas medios con
qk ∈
(
1
k + 1
,
1
k
]
,
Eˆux(w, k) =

[
xˆ
qk
]
+ 1 , si
xˆ
qk
−
[
xˆ
qk
]
es uno de los mayores restos ,[
xˆ
qk
]
, si
xˆ
qk
−
[
xˆ
qk
]
no es uno de los mayores restos ,
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn−1(x).
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 2.30 y 2.45.
Corolario 2.54 En el sistema de los mayores restos medios,
Eux(w, k) =
{
[kxˆ] + 1 , si kxˆ− [kxˆ] es uno de los mayores restos ,
[kxˆ] , si kxˆ− [kxˆ] no es uno de los mayores restos ,
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn−1(x).
Proposicio´n 2.55 En los sistemas de cuotas medios con
qk ∈
(
1
k + 1
,
1
k
]
,
eˆux(w, k) =

[
xˆ
qk
]
+ 1
k
, si
xˆ
qk
−
[
xˆ
qk
]
es uno de los mayores restos ,[
xˆ
qk
]
k
, si
xˆ
qk
−
[
xˆ
qk
]
no es uno de los mayores restos ,
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn−1(x).
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 2.32 y 2.45.
Corolario 2.56 En el sistema de los mayores restos medios,
eux(w, k) =

[kxˆ] + 1
k
, si kxˆ− [kxˆ] es uno de los mayores restos ,
[kxˆ]
k
, si kxˆ− [k] no es uno de los mayores restos ,
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn−1(x).
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Proposicio´n 2.57 En los sistemas de divisores medios con
(gd)d≥1
estrictamente creciente, existe x0 ∈ (0, 1) tal que
Eˆux(w, k) =
[
g−1
(
xˆ
x0
)]
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn−1(x).
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 2.34 y 2.45.
Corolario 2.58 En los sistemas de divisores lineales medios con
gd = d+ s
y s > −1, existe x0 ∈ (0, 1) tal que
Eˆux(w, k) =
[
xˆ
x0
− s
]
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn−1(x).
Proposicio´n 2.59 En los sistemas de divisores medios con
(gd)d≥1
estrictamente creciente, existe x0 ∈ (0, 1) tal que
eˆux(w, k) =
[
g−1
(
xˆ
x0
)]
k
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn−1(x).
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 2.36 y 2.45.
Corolario 2.60 En los sistemas de divisores lineales medios con
gd = d+ s
y s > −1, existe x0 ∈ (0, 1) tal que
eˆux(w, k) =
[
xˆ
x0
− s
]
k
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn−1(x).
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Consideremos ahora unos sistemas electorales
(N,ℵ1, R1), . . . , (N,ℵz, Rz)
asociados a (P 1,P1), . . . , (P z,Pz) respectivamente, y su suma respecto de uno simple (Z,ℵ0, R0)
(N,ℵ+, R+)
asociada a (P,P+).
Dados x ∈ [0, 1]p1+...+pz y w ∈ W p1+...+pzn−1 (x), consideremos para cada j ∈ Z el vector
xj = (xp1+...+pj−1+1, . . . , xp1+...+pj) ∈ [0, 1)pj
y la matriz
wj =

w
p1+...+pj−1+1
1 . . . w
p1+...+pj
1
...
...
w
p1+...+pj−1+1
n−1 . . . w
p1+...+pj
n−1
 ∈ W pjn−1(x) .
En particular, en los sistemas electorales suma xj es la componente j–e´sima del vector x y w
j
la columna j–e´sima de la matriz w para cada j ∈ P
wj =

wj1
...
wjn−1
 .
Proposicio´n 2.61 Para cada x ∈ [0, 1]p1+...+pz , cada w ∈ W p1+...+pzn−1 (x) y cada j ∈ Z
(x/w)j = (xj/w
j) .
Demostracio´n. Puesto que
(x/w)j =

xp1+...+pj−1+1 . . . xp1+...+pj
w
p1+...+pj−1+1
1 . . . w
p1+...+pj
1
...
...
w
p1+...+pj−1+1
n−1 . . . w
p1+...+pj
n−1
 = (xj/wj) ,
para cada x ∈ [0, 1]p1+...+pz , cada w ∈ W p1+...+pzn−1 (x) y cada j ∈ Z.
Corolario 2.62 Para cada x ∈ [0, 1]p, cada w ∈ W pn−1(x) y cada j ∈ P
(x/w)j = (xj/w
j) .
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Proposicio´n 2.63 Para cada u ∈ Up1+...+pz , cada x ∈ [0, 1]p1+...+pz y cada w ∈ W p1+...+pzn−1 (x)
(ℵ+)ux(w) =
(
(ℵ1)u∗1x1(w1), . . . , (ℵz)u
∗
z
xz (w
z)
)
.
Demostracio´n. Ya que, por 2.61,
(ℵ+)ux(w) = T1
(
(ℵ+)u(x/w)) = T1 ((ℵ1)u∗1((x/w)1), . . . , (ℵz)u∗z((x/w)z)) =
T1
(
(ℵ1)u∗1(x1/w1), . . . , (ℵz)u∗z(xz/wz)
)
=
(
(ℵ1)u∗1x1(w1), . . . , (ℵz)u
∗
z
xz (w
z)
)
para cada u ∈ Up1+...+pz , cada x ∈ [0, 1]p1+...+pz y cada w ∈ W p1+...+pzn−1 (x).
Corolario 2.64 Para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada w ∈ W pn−1(x).
(ℵ+)ux(w) =
(
ℵ1x1(w1), . . . ,ℵpxp(wp)
)
.
Proposicio´n 2.65 Para cada u ∈ Up1+...+pz , cada x ∈ [0, 1]p1+...+pz y cada w ∈ Wn−1(x1) ×
. . .×Wn−1(xp1+...+pz)
(f+)ux(w) = (f
1)u
∗
1
x1
(w1) · . . . · (f z)u∗zxz (wz) .
Demostracio´n. Puesto que, por 1.126,
(f+)ux(w) =
fu(x/w)∫
Wn−1(x1)×...×Wn−1(xp1+...+pz )
fu(x/w) dV
=
(f 1)u
∗
1(x1/w
1) · . . . · (f z)u∗z(xz/wz)∫
Wn−1(x1)×...×Wn−1(xp1+...+pz )
(f 1)u
∗
1(x1/w1) · . . . · (f z)u∗z(xz/wz) dV =
(f 1)u
∗
1(x1/w
1)∫
Wn−1(x1)×...×Wn−1(xp1 )
(f 1)u
∗
1(x1/w1) dV 1
· . . . ·
(f z)u
∗
z(xz/w
z)∫
Wn−1(xp1+...+pz−1+1)×...×Wn−1(xp1+...+pz )
(f z)u∗z(xz/wz) dV z
= (f 1)u
∗
1
x1
(w1) · . . . · (f z)u∗zxz (wz)
para cada u ∈ Up1+...+pz , cada x ∈ [0, 1]p1+...+pz y cada w ∈ Wn−1(x1)×. . .×Wn−1(xp1+...+pz).
Corolario 2.66 Para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada w ∈ Wn−1(x1)× . . .×Wn−1(xp)
(f+)ux(w) = f
1
x1
(w1) · . . . · fpxp(wp) .
Observacio´n 2.67 Es interesante remarcar que la funcio´n de densidad suma y la funcio´n de
recuento parcial suma no dependen del vector de votos u considerado.
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Proposicio´n 2.68 (a) Para cada u ∈ Up1+...+pz , cada x ∈ [0, 1]p1+...+pz , cada w ∈ W p1+...+pzn−1 (x)
y cada k ∈ N
(E+)ux(w, k) = (E
1)u
∗
1
x1
(
w1, R01(u
+, k)
)
+ . . .+ (Ez)u
∗
z
xz
(
wz, R0z(u
+, k)
)
.
(b) Para cada u ∈ Up1+...+pz , cada x ∈ [0, 1]p1+...+pz , cada w ∈ W p1+...+pzn−1 (x) y cada k ∈ N
(e+)ux(w, k) = r
0
1(u
+, k) · (e1)u∗1x1
(
w1, R01(u
+, k)
)
+ . . .+ r0z(u
+, k) · (ez)u∗zxz
(
wz, R0z(u
+, k)
)
.
Demostracio´n. (a) Ya que, por 2.61,
(E+)ux(w, k) = (R
+)u1((x/w), k) = (R
1)
u∗1
1
(
(x/w)1, R01(u
+, k)
)
+ . . .+(Rz)
u∗z
1
(
(x/w)z, R0z(u
+, k)
)
= (R1)
u∗1
1
(
(x1/w
1), R01(u
+, k)
)
+ . . .+ (Rz)
u∗z
1
(
(xz/w
z), R0z(u
+, k)
)
= (E1)u
∗
1
x1
(
w1, R01(u
+, k)
)
+ . . .+ (Ez)u
∗
z
xz
(
wz, R0z(u
+, k)
)
para cada u ∈ Up1+...+pz , cada x ∈ [0, 1]p1+...+pz , cada w ∈ W p1+...+pzn−1 (x) y cada k ∈ N.
(b) Dado que
(e+)ux(w, k) =
(E+)ux(w, k)
k
=
(E1)
u∗1
x1 (w
1, R01(u
+, k)) + . . .+ (Ez)
u∗z
xz (w
z, R0z(u
+, k))
k
=
R01(u
+, k)
k
· (E
1)
u∗1
x1 (w
1, R01(u
+, k))
R01(u
+, k)
+ . . .+
R0z(u
+, k)
k
· (E
z)
u∗z
xz (w
z, R0z(u
+, k))
R0z(u
+, k)
=
r01(u
+, k) · (e1)u∗1x1
(
w1, R01(u
+, k)
)
+ . . .+ r0z(u
+, k) · (ez)u∗zxz
(
wz, R0z(u
+, k)
)
para cada u ∈ Up1+...+pz , cada x ∈ [0, 1]p1+...+pz , cada w ∈ W p1+...+pzn−1 (x) y cada k ∈ N, puesto
que si
k = 0 o R0j (u
+, k) = 0
para algu´n j ∈ Z entonces las correspondientes fracciones son 0 por la propia definicio´n de
expectativa electoral relativa y se sigue cumpliendo la igualdad.
Observacio´n 2.69 La fo´rmula anterior puede escribirse matricialmente en la forma
(e+)ux(w, k) =
(
(e1)
u∗1
x1 (w
1, R01(u
+, k)) . . . (ez)
u∗z
xz (w
z, R0z(u
+, k))
)
r01(u
+, k)
...
r0z(u
+, k)

para cada u ∈ Up1+...+pz , cada x ∈ [0, 1]p1+...+pz , cada w ∈ W p1+...+pzn−1 (x) y cada k ∈ N.
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Corolario 2.70 (a) Para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, cada w ∈ W pn−1(x) y cada k ∈ N
(E+)ux(w, k) = E
1
x1
(w1, R01(u, k)) + . . .+ E
p
xp(w
p, R0p(u, k)) .
(b) Para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, cada w ∈ W pn−1(x) y cada k ∈ N
(e+)ux(w, k) = r
0
1(u, k) · e1x1
(
w1, R01(u, k)
)
+ . . .+ r0p(u, k) · epxp
(
wp, R0p(u, k)
)
.
Observacio´n 2.71 La fo´rmula anterior puede escribirse matricialmente en la forma
(e+)ux(w, k) =
(
e1x1(w
1, R01(u, k)) . . . e
p
xp(w
p, R0p(u, k))
)
r01(u, k)
...
r0p(u, k)

para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, cada w ∈ W pn−1(x) y cada k ∈ N.
Proposicio´n 2.72 (a) Para cada u ∈ Up1+...+pz , cada x ∈ [0, 1]p1+...+pz y cada k ∈ N
(E1)u
∗
1,R
0
1(u
+,k)
x1
, . . . , (Ez)u
∗
z ,R
0
z(u
+,k)
xz
son variables aleatorias independientes.
(b) Para cada u ∈ Up1+...+pz , cada x ∈ [0, 1]p1+...+pz y cada k ∈ N
(e1)u
∗
1,R
0
1(u
+,k)
x1
, . . . , (ez)u
∗
z ,R
0
z(u
+,k)
xz
son variables aleatorias independientes.
Demostracio´n. Por 2.63.
Corolario 2.73 (a) Para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N
(E1)R
0
1(u,k)
x1
, . . . , (Ep)
R0p(u,k)
xp
son variables aleatorias independientes.
(b) Para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N
(e1)R
0
1(u,k)
x1
, . . . , (ep)
R0p(u,k)
xp
son variables aleatorias independientes.
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Proposicio´n 2.74 En los sistemas ordinales suma, si xj es el hj-e´simo voto de (xj/w
j)
(E+)ux(w, k) =
p∑
j=1
cjhj(R
0
j (u, k))
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn−1(x).
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 2.25 y 2.70.
Corolario 2.75 (a) En el sistema mayoritario puro suma, si H es el conjunto de circunscrip-
ciones donde xj es el mayor voto de (xj/w
j)
(E+)ux(w, k) =
∑
j∈H
cjhj(R
0
j (u, k))
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn−1(x).
(b) En el sistema igualitario puro suma, si h es el nu´mero de circunscripciones donde xj es uno
de los k − n [ k
n
]
votos mayores de (xj/w
j)
(E+)ux(w, k) = h+ p
[
k
n
]
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn−1(x).
Proposicio´n 2.76 En los sistemas ordinales suma, si xj es el hj–e´simo voto de (xj/w
j)
(e+)ux(w, k) =
p∑
j=1
cjhj(R
0
j (u, k))
k
=
p∑
j=1
r0j (u, k) ·
cjhj(R
0
j (u, k))
R0j (u, k)
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn−1(x).
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 2.27 y 2.70.
Corolario 2.77 (a) En el sistema mayoritario puro suma, si H es el conjunto de circunscrip-
ciones donde xj es el mayor voto de (xj/w
j)
(e+)ux(w, k) =
∑
j∈H
cjhj(R
0
j (u, k))
k
=
∑
j∈H
r0j (u, k) ·
cjhj(R
0
j (u, k))
R0j (u, k)
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn−1(x).
(b) En el sistema igualitario puro suma, si h es el nu´mero de circunscripciones en las que xj
es uno de los k − n [ k
n
]
votos mayores de (xj/w
j)
(e+)ux(w, k) =
h+ p
[
k
n
]
k
= r0j (u, k) ·
h+ p
[
k
n
]
R0j (u, k)
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn−1(x).
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Proposicio´n 2.78 En los sistemas de cuotas suma con qk ∈
(
1
k+1
, 1
k
]
, si h es el nu´mero de
circunscripciones donde
xj
q
R0j (u,k)
−
[
xj
q
R0j (u,k)
]
es uno de los mayores restos
(E+)ux(w, k) = h+
p∑
j=1
[
xj
qR0j (u,k)
]
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn−1(x).
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 2.30 y 2.70.
Corolario 2.79 En el sistema de los mayores restos suma, si h es el nu´mero de circunscripciones
donde R0j (u, k)xj − [R0j (u, k)xj] es uno de los mayores restos
(E+)ux(w, k) = h+
p∑
j=1
[
R0j (u, k)xj
]
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn−1(x).
Proposicio´n 2.80 En los sistemas de cuotas suma con qk ∈
(
1
k+1
, 1
k
]
, si h es el nu´mero de
circunscripciones donde
xj
q
R0j (u,k)
−
[
xj
q
R0j (u,k)
]
es uno de los mayores restos
(e+)ux(w, k) =
h+
p∑
j=1
[
xj
q
R0j (u,k)
]
k
= r0j (u, k) ·
h
R0j (u, k)
+
p∑
j=1
r0j (u, k) ·
[
xj
q
R0j (u,k)
]
R0j (u, k)
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn−1(x).
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 2.32 y 2.70.
Corolario 2.81 En el sistema de los mayores restos suma, si h es el nu´mero de circunscripciones
donde R0j (u, k)xj − [R0j (u, k)xj] es uno de los mayores restos
(e+)ux(w, k) =
h+
p∑
j=1
[
R0j (u, k)xj
]
k
= r0j (u, k) ·
h
R0j (u, k)
+
p∑
j=1
r0j (u, k) ·
[
R0j (u, k)xj
]
R0j (u, k)
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn−1(x).
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Proposicio´n 2.82 En los sistemas de divisores suma con (gd)d≥1 estrictamente creciente, existe
xj0 ∈ (0, 1) para cada j ∈ P tal que
(E+)ux(w, k) =
p∑
j=1
[
g−1
(
xj
xj0
)]
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn−1(x).
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 2.34 y 2.70.
Corolario 2.83 En los sistemas de divisores lineales suma con gd = d + s y s > −1, existe
xj0 ∈ (0, 1) para cada j ∈ P tal que
(E+)ux(w, k) =
p∑
j=1
[
xj
xj0
− s
]
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn−1(x).
Proposicio´n 2.84 En los sistemas de divisores suma con (gd)d≥1 estrictamente creciente, existe
xj0 ∈ (0, 1) para cada j ∈ P tal que
(e+)ux(w, k) =
p∑
j=1
[
g−1
(
xj
xj0
)]
k
=
p∑
j=1
r0j (u, k) ·
[
g−1
(
xj
xj0
)]
R0j (u, k)
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn−1(x).
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 2.36 y 2.70.
Corolario 2.85 En los sistemas de divisores lineales suma con gd = d + s y s > −1, existe
xj0 ∈ (0, 1) para cada j ∈ P tal que
(e+)ux(w, k) =
p∑
j=1
[
xj
xj0
− s
]
k
=
p∑
j=1
r0j (u, k) ·
[
xj
xj0
− s
]
R0j (u, k)
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn−1(x).
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Consideremos ahora un sistema electoral asociado a (P,P)
(N,ℵ, R)
y su sistema electoral inducido asociado igualmente a (P,P)
(N ′,ℵ′, R′) .
Dada w ∈ W pn′−1(x), consideremos la matriz
w′ =

w11 . . . w
p
1
...
...
wn
′−1
1 . . . w
p
n′−1
0 . . . 0
...
...
0 . . . 0

∈ W pn−1(x) .
Proposicio´n 2.86 Para cada x ∈ [0, 1]p y cada w ∈ W pn′−1(x)
(x/w)′ = (x/w′) .
Demostracio´n. Puesto que
(x/w)′ =

x1 . . . xp
w11 . . . w
p
1
...
...
wn
′−1
1 . . . w
p
n′−1
0 . . . 0
...
...
0 . . . 0

= (x/w′)
para cada x ∈ [0, 1]p y cada w ∈ W pn′−1(x).
Proposicio´n 2.87 Para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada w ∈ W pn′−1(x)
(ℵ′)ux(w) = ℵux(w′) .
Demostracio´n. Puesto que, por 2.86,
(ℵ′)ux(w) = T1 ((ℵ′)u(x/w)) = T1 (ℵu((x/w)′)) = T1 (ℵu(x/w′)) = ℵux(w′)
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada w ∈ W pn′−1(x).
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Proposicio´n 2.88 Para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada w ∈ Wn′−1(x1)× . . .×Wn′−1(xm)
(f ′)ux(w) =
fux (w
′)∫
Wn′−1(x1)×...×Wn−1(xp) f
u
x (w
′) dV
.
Demostracio´n. Ya que
(f ′)ux(w) =
(f ′)u(x/w)∫
Wn′−1(x1)×...×Wn′−1(xm)(f
′)u(x/w) dV
=
fu((x/w)′)∫
Wn−1(x1)×...×Wn−1(xm) f
u((x/w)′) dV∫
Wn′−1(x1)×...×Wn−1(xm)
fu((x/w)′)∫
Wn−1(x1)×...×Wn−1(xm) f
u((x/w)′) dV
dV
=
fu(x/w′)∫
Wn−1(x1)×...×Wn−1(xm) f(x/w
′) dV∫
Wn′−1(x1)×...×Wn−1(xm) f
u(x/w′) dV∫
Wn−1(x1)×...×Wn−1(xm) f
u(x/w′) dV
=
fu(x/w′)∫
Wn′−1(x1)×...×Wn−1(xm) f
u(x/w′) dV
=
fux (w
′)∫
Wn′−1(x1)×...×Wn−1(xm) f
u
x (w
′) dV
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada w ∈ Wn′−1(x1)× . . .×Wn′−1(xm).
Proposicio´n 2.89 Para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, cada k ∈ N y cada w ∈ W pn′−1(x)
(E ′)ux(w, k) = E
u
x(w
′, k) .
Demostracio´n. Dado que, por 2.86,
(E ′)ux(w, k) = (R
′)u1((x/w), k) = R
u
1((x/w)
′, k) = Ru1 ((x/w
′), k) = Eux(w
′, k)
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, cada k ∈ N y cada w ∈ W pn′−1(x).
Proposicio´n 2.90 Para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, cada k ∈ N y cada w ∈ W pn′−1(x)
(e′)ux(w, k) = e
u
x(w
′, k) .
Demostracio´n. Puesto que
(e′)ux(w, k) =
(E ′)ux(w, k)
k
=
Eux(w
′, k)
k
= eux(w
′, k)
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, cada k ∈ N y cada w ∈ W pn′−1(x).
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2.2 Recorrido de una expectativa electoral
Dado que las aplicaciones Eu,kx y e
u,k
x proporcionan las diferentes posibilidades que se le presen-
tan a una candidatura cualquiera, sera´ interesante ocuparse del conjunto de dichas posibilidades
o recorrido, que notaremos respectivamente,
Im Eu,kx e Im e
u,k
x .
Proposicio´n 2.91 Para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N
Im eu,kx =
Im Eu,kx
k
.
Demostracio´n. Por definicio´n.
Proposicio´n 2.92 (a) Para cada u ∈ Up y cada k ∈ N
Im Eu,k(0,...,0) = {0} e Im eu,k(0,...,0) = {0} .
(b) Para cada u ∈ Up y cada k ∈ N
Im Eu,k(1,...,1) = {k} e Im eu,k(1,...,1) = {1} .
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 2.15 y 2.18.
Debido a este resultado, excluimos los casos x = (0, . . . , 0) y x = (1, . . . , 1) de las siguientes
proposiciones.
Proposicio´n 2.93 En los sistemas ordinales, el recorrido de Ekx es
{c2(k), . . . , cn(k)} , si 0 < x < 1
n
,
{c2(k), . . . , cn(k)} o {c1(k), . . . , cn(k)} , si x = 1
n
,
{c1(k), . . . , cs(k)} , si 1
s+ 1
< x <
1
s
para s = 1, . . . , n− 1 ,
{c1(k), . . . , cs−1(k)} o {c1(k), . . . , cs(k)} , si x = 1
s
para s = 2, . . . , n− 1 ,
para cada x ∈ (0, 1) y cada k ∈ N.
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Demostracio´n. Primer caso: 0 < x <
1
n
.
Entonces existe i ∈ N tal que
wi >
1
n
puesto que, en caso contrario, la suma de todos los votos ser´ıa menor que 1. Por tanto,
Ekx(w1, . . . , wn−1) 6= c1(k) .
Y como para cada h = 1, . . . , n− 1 tomando
w1 = . . . = wh =
1− x
h
y wh+1 = . . . = wn−1 = 0
es
w1 = . . . = wh > x > wh+1 = . . . = wn−1
se tiene que efectivamente
Ekx(w1, . . . , wn−1) = ch+1(k) .
Segundo caso:
1
s+ 1
< x <
1
s
con s = 1, . . . , n− 1.
Entonces, tomando igualmente
w1 = . . . = wh =
1− x
h
y wh+1 = . . . = wn−1 = 0
para cada h = 1, . . . , s− 1, tenemos de nuevo que
w1 = . . . = wh > x > wh+1 = . . . = wn−1
por lo que se tiene asimismo
Ekx(w1, . . . , wn−1) = ch+1(k) .
Y si tomamos
w1 = . . . = wn−1 =
1− x
n− 1
entonces
x > w1 = . . . = wn−1
con lo que
Ekx(w1, . . . , wn−1) = c1(k)
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y el recorrido resulta ser, pues, el conjunto
{c1(k), . . . , cs(k)} .
Tercer caso: x =
1
n
y x =
1
s
con i = 2, . . . , n− 1.
Entonces se dan las situaciones anteriores igualmente, pero con desigualdades en sentido am-
plio, con lo que el que se produzca una posibilidad u otra depende del criterio de desempate
previamente establecido.
Corolario 2.94 (a) En el sistema mayoritario puro, el recorrido de Ekx es
{0} , si 0 < x < 1
n
,
{0} o {0, k} , si x = 1
n
,
{0, k} , si 1
n
< x <
1
2
,
{0, k} o {k}, si x = 1
2
,
{k} , si 1
2
< x < 1 ,
para cada x ∈ (0, 1) y cada k ∈ N.
(b) En el sistema igualitario puro, el recorrido de Ekx es{[
k
n
]
,
[
k
n
]
+ 1
}
,
para cada x ∈ (0, 1) y cada k ∈ N.
Proposicio´n 2.95 En los sistemas de cuotas con qk ∈
(
1
k+1
, 1
k
]
, el recorrido de Ekx es el
conjunto {[
x
qk
]
,
[
x
qk
]
+ 1
}
para cada x ∈ (0, 1) y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.45.
Corolario 2.96 En el sistema de los mayores restos, el recorrido de Ekx es el conjunto
{[kx], [kx] + 1} ,
para cada x ∈ (0, 1) y cada k ∈ N.
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Proposicio´n 2.97 En los sistemas de divisores con (gd)d≥1 estrictamente creciente, si
c ∈ Im Ekx
entonces existen c1, . . . , cn−1 ∈ N tales que c1 + . . .+ cn−1 = k − c y
g−1
(
x
1− x
(
gc1 + . . .+ gcn−1
))− 1 ≤ c ≤ g−1( x
1− x
(
gc1+1 + . . .+ gcn−1+1
))
para cada x ∈ (0, 1) y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Puesto que si c ∈ Ekx entonces, por 1.66, existen un vector de votos
(w1, . . . , wn−1) ∈ Wn−1(x)
y unos nu´meros c1, . . . , cn−1 ∈ N tales que
c1 + . . .+ cn−1 = k − c
para los que se verifica
x
gc+1
≤ w1
gc1
, . . . ,
x
gc+1
≤ wn−1
gcn−1
y
w1
gc1+1
≤ x
gc
, . . . ,
wn−1
gcn−1+1
≤ x
gc
,
de lo que se deduce que
gc1
gc+1
x ≤ w1 ≤ gc1+1
gc
x, . . . ,
gcn−1
gc+1
x ≤ wn−1 ≤ gcn−1+1
gc
x
que, sumando miembro a miembro y teniendo en cuenta que
w1 + . . .+ wn−1 = 1− x ,
se convierte en
x
gc+1
(
gc1 + . . .+ gcn−1
) ≤ 1− x ≤ x
gc
(
gc1+1 + . . .+ gcn−1+1
)
o, lo que es lo mismo,
x
1− x
(
gc1 + . . .+ gcn−1
) ≤ gc+1 y gc ≤ x
1− x
(
gc1+1 + . . .+ gcn−1+1
)
,
es decir,
g−1
(
x
1− x
(
gc1 + . . .+ gcn−1
))− 1 ≤ c ≤ g−1( x
1− x
(
gc1+1 + . . .+ gcn−1+1
))
para cada x ∈ (0, 1) y cada k ∈ N.
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Proposicio´n 2.98 En los sistemas de divisores lineales con gd = d+ s y s > −1, el recorrido
de Ekx esta´ contenido en el intervalo cerrado
[(k + ns+ 1)x− (s+ 1), (k + n(s+ 1)− 1)x− s]
para cada x ∈ (0, 1) y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Ya que en este caso tenemos que
gc1+1 + . . .+ gcn−1+1 = k − c+ (n− 1)(s+ 1)
y
gc1 + . . .+ gcn−1 = k − c+ (n− 1)s
para cada c1, . . . , cn−1 tales que c1 + . . .+ cn−1 = k − c. Por tanto,
g−1
(
x
1− x
(
gc1 + . . .+ gcn−1
))− 1 = x
1− x (k − c+ (n− 1)s)− s− 1
y
g−1
(
x
1− x
(
gc1+1 + . . .+ gcn−1+1
))
=
x
1− x (k − c+ (n− 1)(s+ 1))− s
y la condicio´n queda
x
1− x (k − c+ (n− 1)s)− s− 1 ≤ c ≤
x
1− x (k − c+ (n− 1)(s+ 1))− s ,
que equivale a
x (k − c+ (n− 1)s)− (s+ 1)(1− x) ≤ c(1− x) ≤ x (k − c+ (n− 1)(s+ 1))− s(1− x) .
Entonces, desarrollando, se convierte en
kx− cx+ nsx− sx− s− 1 + sx+ x ≤ c− cx ≤ x kx− cx+ nsx− sx+ nx− x− s+ sx
y, simplificando, se obtiene
(k + ns+ 1)x− (s+ 1) ≤ c ≤ x (k + n(s+ 1)− 1)x− s
para cada x ∈ (0, 1) y cada k ∈ N.
Ejemplo 2.99 Consideremos el sistema electoral de Hondt con n = 4 candidaturas y k = 4
representantes a elegir. Entonces, para el voto x = 0.3 por ejemplo, obtenemos el intervalo
[(4 + 1) · 0.3− 1, (4 + 4− 1) · 0.3] = [0.5, 2.1]
y se concluye que a una candidatura cualquiera con dicho voto le pueden corresponder u´nica-
mente 1 o 2 representantes.
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Proposicio´n 2.100 En los sistemas ordinales, el recorrido de ekx es
{
c2(k)
k
, . . . ,
cn(k)
k
}
, si 0 < x <
1
n
,
{
c2(k)
k
, . . . ,
cn(k)
k
}
o
{
c1(k)
k
, . . . ,
cn(k)
k
}
, si x =
1
n
,
{
c1(k)
k
, . . . ,
cs(k)
k
}
, si
1
s+ 1
< x <
1
s
para s = 1, . . . , n− 1 ,
{
c1(k)
k
, . . . ,
cs−1(k)
k
}
o
{
c1(k)
k
, . . . ,
cs(k)
k
}
, si x =
1
s
para s = 2, . . . , n− 1 ,
para cada x ∈ (0, 1) y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 2.93.
Corolario 2.101 (a) En el sistema mayoritario puro, el recorrido de ekx es
{0} , si 0 < x < 1
n
,
{0} o {0, 1} , si x = 1
n
,
{0, 1} , si 1
n
< x <
1
2
,
{0, 1} o {1} , si x = 1
2
,
{1} , si 1
2
< x < 1 ,
para cada x ∈ (0, 1) y cada k ∈ N.
(b) En el sistema igualitario puro, el recorrido de ekx es
[
k
n
]
k
,
[
k
n
]
+ 1
k
 ,
para cada x ∈ (0, 1) y cada k ∈ N.
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Proposicio´n 2.102 En los sistemas de cuotas con qk ∈
(
1
k+1
, 1
k
]
, el recorrido de ekx es el
conjunto 
[
x
qk
]
k
,
[
x
qk
]
+ 1
k

para cada x ∈ (0, 1) y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 2.95.
Corolario 2.103 En el sistema de los mayores restos, el recorrido de ekx es el conjunto{
[kx]
k
,
[kx] + 1
k
}
,
para cada x ∈ (0, 1) y cada k ∈ N.
Proposicio´n 2.104 En los sistemas de divisores con (gd)d≥1 estrictamente creciente, si
c ∈ Im Ekx
entonces existen c1, . . . , cn−1 ∈ N tales que c1 + . . .+ cn−1 = k − c y
g−1
(
x
1− x
(
gc1 + . . .+ gcn−1
))− 1
k
≤ c
k
≤
g−1
(
x
1− x
(
gc1+1 + . . .+ gcn−1+1
))
k
para cada x ∈ (0, 1) y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 2.97.
Proposicio´n 2.105 En los sistemas de divisores lineales con gd = d+ s y s > −1, el recorrido
de ekx esta´ contenido en el intervalo cerrado[
(k + ns+ 1)x− (s+ 1)
k
,
(k + n(s+ 1)− 1)x− s
k
]
para cada x ∈ (0, 1) y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 2.98.
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Proposicio´n 2.106 (a) Para cada u ∈ Uzp, cada x ∈ [0, 1]zp y cada k ∈ N
Im Eˆu,kx = Im E
u+,k
xˆ∗ .
(b) Para cada u ∈ Uzp, cada x ∈ [0, 1]zp y cada k ∈ N
Im eˆu,kx = Im e
u+,k
xˆ∗ .
Demostracio´n. (a) Ya que para cada natural c ≤ k,
c ∈ Im Eˆu,kx
si, y solo si, existe w ∈ W zpn−1(x) tal que
Eˆu,kx (w) = c ,
que equivale a que exista wˆ∗ ∈ W pn−1(x) tal que
E
u+,k
xˆ∗ (wˆ
∗) = c ,
es decir, a que
c ∈ Im Eu+,kxˆ∗
para cada u ∈ Uzp, cada x ∈ [0, 1]zp y cada k ∈ N.
(b) Puesto que, por 2.106,
Im eˆu,kx =
Im Eˆu,kx
k
=
Im E
u+,k
xˆ∗
k
= Im e
u+,k
xˆ∗
para cada u ∈ Uzp, cada x ∈ [0, 1]zp y cada k ∈ N.
Corolario 2.107 (a) Para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N
Im Eˆu,kx = Im E
k
xˆ .
(b) Para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N
Im eˆu,kx = Im e
k
xˆ .
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Proposicio´n 2.108 En los sistemas ordinales medios, el recorrido de Eˆu,kx es
{c2(k), . . . , cn(k)} , si 0 < xˆ < 1
n
,
{c2(k), . . . , cn(k)} o {c1(k), . . . , cn(k)} , si xˆ = 1
n
,
{c1(k), . . . , cs(k)} , si 1
s+ 1
< xˆ <
1
s
para s = 1, . . . , n− 1 ,
{c1(k), . . . , cs−1(k)} o {c1(k), . . . , cs(k)} , si xˆ = 1
s
para s = 2, . . . , n− 1 ,
para cada u ∈ Up, cada x 6= (0, . . . , 0), (1, . . . , 1) y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 2.93 y 2.107.
Corolario 2.109 (a) En el sistema mayoritario puro medio, el recorrido de Eˆu,kx es
{0} , si 0 < xˆ < 1
n
,
{0} o {0, k} , si xˆ = 1
n
,
{0, k} , si 1
n
< xˆ <
1
2
,
{0, k} o {k} , si xˆ = 1
2
,
{k} , si 1
2
< xˆ < 1 ,
para cada u ∈ Up, cada x 6= (0, . . . , 0), (1, . . . , 1) y cada k ∈ N.
(b) En el sistema igualitario puro medio, el recorrido de Eˆu,kx es{[
k
n
]
,
[
k
n
]
+ 1
}
,
para cada u ∈ Up, cada x 6= (0, . . . , 0), (1, . . . , 1) y cada k ∈ N.
Proposicio´n 2.110 En los sistemas de cuotas medios con qk ∈
(
1
k+1
, 1
k
]
, el recorrido de Eˆu,kx
es el conjunto {[
xˆ
qk
]
,
[
xˆ
qk
]
+ 1
}
para cada u ∈ Up, cada x 6= (0, . . . , 0), (1, . . . , 1) y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 2.95 y 2.107.
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Corolario 2.111 En el sistema de los mayores restos medio, el recorrido de Eˆu,kx es el conjunto
{[kxˆ], [kxˆ] + 1} ,
para cada u ∈ Up, cada x 6= (0, . . . , 0), (1, . . . , 1) y cada k ∈ N.
Proposicio´n 2.112 En los sistemas de divisores medios con (gd)d≥1 estrictamente creciente,
si
c ∈ Im Eˆu,kx
entonces existen c1, . . . , cn−1 ∈ N tales que c1 + . . .+ cn−1 = k − c y
g−1
(
xˆ
1− xˆ
(
gc1 + . . .+ gcn−1
))− 1 ≤ c ≤ g−1( xˆ
1− xˆ
(
gc1+1 + . . .+ gcn−1+1
))
para cada u ∈ Up, cada x 6= (0, . . . , 0), (1, . . . , 1) y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 2.97.
Proposicio´n 2.113 En los sistemas de divisores lineales medios con gd = d + s y s > −1, el
recorrido de Eˆu,kx esta´ contenido en el intervalo cerrado
[(k + ns+ 1)xˆ− (s+ 1), (k + n(s+ 1)− 1)xˆ− s]
para cada u ∈ Up, cada x 6= (0, . . . , 0), (1, . . . , 1) y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 2.98 y 2.107.
Ejemplo 2.114 En el sistema electoral de Hondt medio con n = 4 candidaturas, p = 2
circunscripciones y k = 4 representantes a elegir, dados los vectores de pesos (0.6, 0.4) y votos
(0.2, 0.45) el voto medio es
0.6 · 0.2 + 0.4 · 0.45 = 0.3
y obtenemos el intervalo
[(4 + 1) · 0.3− 1, (4 + 4− 1) · 0.3] = [0.5, 2.1] ,
de lo que se concluye que los representantes posibles son 1 y 2.
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Proposicio´n 2.115 En los sistemas ordinales medios, el recorrido de eˆu,kx es
{
c2(k)
k
, . . . ,
cn(k)
k
}
, si 0 < xˆ <
1
n
,
{
c2(k)
k
, . . . ,
cn(k)
k
}
o
{
c1(k)
k
, . . . ,
cn(k)
k
}
, si xˆ =
1
n
,
{
c1(k)
k
, . . . ,
cs(k)
k
}
, si
1
s+ 1
< xˆ <
1
s
para s = 1, . . . , n− 1 ,
{
c1(k)
k
, . . . ,
cs−1(k)
k
}
o
{
c1(k)
k
, . . . ,
cs(k)
k
}
, si xˆ =
1
s
para s = 2, . . . , n− 1 ,
para cada u ∈ Up, cada x 6= (0, . . . , 0), (1, . . . , 1) y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 2.100 y 2.107.
Corolario 2.116 (a) En el sistema mayoritario puro medio, el recorrido de eˆu,kx es
{0} , si 0 < xˆ < 1
n
,
{0} o {0, 1} , si xˆ = 1
n
,
{0, 1} , si 1
n
< xˆ <
1
2
,
{0, 1} o {1} , si xˆ = 1
2
,
{1} , si 1
2
< xˆ < 1 ,
para cada u ∈ Up, cada x 6= (0, . . . , 0), (1, . . . , 1) y cada k ∈ N.
(b) En el sistema igualitario puro medio, el recorrido de eˆu,kx es
[
k
n
]
k
,
[
k
n
]
+ 1
k
 ,
para cada u ∈ Up, cada x 6= (0, . . . , 0), (1, . . . , 1) y cada k ∈ N.
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Proposicio´n 2.117 En los sistemas de cuotas medios con qk ∈
(
1
k+1
, 1
k
]
, el recorrido de eˆu,kx
es el conjunto 
[
xˆ
qk
]
k
,
[
xˆ
qk
]
+ 1
k

para cada u ∈ Up, cada x 6= (0, . . . , 0), (1, . . . , 1) y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 2.102 y 2.107.
Corolario 2.118 En el sistema de los mayores restos medio, el recorrido de eˆu,kx es el conjunto{
[kxˆ]
k
,
[kxˆ] + 1
k
}
,
para cada u ∈ Up, cada x 6= (0, . . . , 0), (1, . . . , 1) y cada k ∈ N.
Proposicio´n 2.119 En los sistemas de divisores medios con (gd)d≥1 estrictamente creciente,
si
c ∈ Im eˆu,kx
entonces existen c1, . . . , cn−1 ∈ N tales que c1 + . . .+ cn−1 = k − c y
g−1
(
xˆ
1− xˆ
(
gc1 + . . .+ gcn−1
))− 1
k
≤ c
k
≤
g−1
(
xˆ
1− xˆ
(
gc1+1 + . . .+ gcn−1+1
))
k
para cada u ∈ Up, cada x 6= (0, . . . , 0), (1, . . . , 1) y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 2.97 y 2.107.
Proposicio´n 2.120 En los sistemas de divisores lineales medios con gd = d + s y s > −1, el
recorrido de eˆu,kx esta´ contenido en el intervalo cerrado[
(k + ns+ 1)xˆ− (s+ 1)
k
,
(k + n(s+ 1)− 1)xˆ− s
k
]
para cada u ∈ Up, cada x 6= (0, . . . , 0), (1, . . . , 1) y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 2.98 y 2.107.
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Proposicio´n 2.121 Para cada u ∈ Up1+...+pz , cada x ∈ [0, 1]p1+...+pz y cada k ∈ N
Im (E+)u,kx = Im (E
1)
u∗1,R01(u+,k)
x1 + . . .+ Im (E
z)
u∗z ,R0z(u+,k)
xz .
(b) Para cada u ∈ Up1+...+pz , cada x ∈ [0, 1]p1+...+pz y cada k ∈ N
Im (e+)u,kx = r
0
1
(
u+, k
) · Im (e1)u∗1,R01(u+,k)x1 + . . .+ r0z (u+, k) · Im (ez)u∗z ,R0z(u+,k)xz .
Demostracio´n. (a) Puesto que para cada natural c ≤ k,
c ∈ Im (E+)u,kx
si, y so´lo si, existe w ∈ W p1+...+pzn−1 (x) tal que
(E+)u,kx (w) = c ,
que equivale a que existan w1 ∈ W n−1p1 (x1), . . . , wz ∈ W n−1pz (xz) y c1, . . . , cz ∈ N con c1 + . . .+
cz = c tales que
(E1)
u∗1,R01(u+,k)
x1 (w
1) = c1, . . . , (Ez)
u∗z ,R0z(u+,k)
xz (w
z) = cz ,
es decir,
c1 ∈ Im (E1)u
∗
1,R
0
1(u+,k)
x1 , . . . , c
z ∈ Im (Ez)u
∗
z ,R
0
z(u+,k)
xz
o, lo que es lo mismo,
c ∈ Im (E1)u
∗
1,R
0
1(u+,k)
x1 + . . .+ Im (E
z)
u∗z ,R0z(u+,k)
xz
para cada u ∈ Up1+...+pz , cada x ∈ [0, 1]p1+...+pz y cada k ∈ N.
(b) Ya que, por 2.121, para cada u ∈ Up1+...+pz , cada x ∈ [0, 1]p1+...+pz y cada k ∈ N
Im (e+)u,kx =
Im (E+)u,kx
k
=
Im (E1)
u∗1,R01(u+,k)
x1 + . . .+ Im (E
z)
u∗z ,R0z(u+,k)
xz
k
=
R01 (u
+, k)
k
· Im (E
1)
u∗1,R01(u+,k)
x1
R01 (u
+, k)
+ . . .+
R0z (u
+, k)
k
· Im (E
z)
u∗z ,R0z(u+,k)
xz
R0z (u
+, k)
=
r01
(
u+, k
) · Im (e1)u∗1,R01(u+,k)x1 + . . .+ r0z (u+, k) · Im (ez)u∗z ,R0z(u+,k)xz ,
ya que si
k = 0 o R0j (u
+, k) = 0
para algu´n j ∈ Z entonces las correspondientes fracciones son 0 por la propia definicio´n de
expectativa electoral relativa y se sigue cumpliendo asimismo la igualdad.
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Corolario 2.122 (a) Para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N
Im (E+)u,kx = Im (E
1)R
0
1(u,k)
x1
+ . . .+ Im (Ep)
R0p(u,k)
xp .
(b) Para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N
Im (e+)u,kx = r
0
1(u, k) · Im (e1)R
0
1(u,k)
x1
+ . . .+ r0p(u, k) · Im (ep)R
0
p(u,k)
xp .
Proposicio´n 2.123 En los sistemas ordinales suma, el recorrido de (E+)u,kx esta´ contenido en
el intervalo cerrado∑
xj≤ 1n
cj2(R
0
j (u, k)) +
∑
xj>
1
n
cj1(R
0
j (u, k)), . . . ,
p∑
j=1
cji (R
0
j (u, k))

para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 2.93 y 2.122.
Corolario 2.124 (a) En el sistema mayoritario puro suma, el recorrido de (E+)u,kx esta´ con-
tenido en el conjunto {∑
j∈H
R0j (u, k) : H ⊆ P
}
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
(b) En el sistema igualitario puro suma, el recorrido de (E+)u,kx es{
p∑
j=1
[
R0j (u, k)
n
]
, h+
p∑
j=1
[
R0j (u, k)
n
]}
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
Proposicio´n 2.125 En los sistemas de cuotas suma con qk ∈
(
1
k+1
, 1
k
]
, el recorrido de (E+)u,kx
esta´ contenido en el intervalo[
p∑
j=1
[
xj
qR0j (u,k)
]
, h+
p∑
j=1
[
xj
qR0j (u,k)
]]
,
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 2.95 y 2.122.
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Corolario 2.126 En el sistema de los mayores restos suma, el recorrido de (E+)u,kx es el
intervalo [
p∑
j=1
[(R0j (u, k))xj], p+
p∑
j=1
[(R0j (u, k))xj]
]
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
Proposicio´n 2.127 En los sistemas de divisores suma con (gd)d≥1 estrictamente creciente, si
c ∈ Im (e+)u,kx
entonces existen c1, . . . , cz ∈ N tales que c1 + . . . + cz = c y existen cj1, . . . , cjn−1 ∈ N tales que
cj1 + . . .+ c
j
n−1 = R
0
j (u, k)− cj para cada j ∈ Z y
g−1
(
xj
1− xj
(
gcj1
+ . . .+ gcjn−1
))
− 1 ≤ cj ≤ g−1
(
xj
1− xj
(
gcj1+1
+ . . .+ gcjn−1+1
))
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 2.97.
Proposicio´n 2.128 En los sistemas de divisores lineales suma con gd = d + s y s > −1, el
recorrido de (E+)u,kx esta´ contenido en la suma de intervalos cerrados
p∑
j=1
[
(R0j (u, k) + ns+ 1)xj − (s+ 1),
(
R0j (u, k) + n(s+ 1)− 1
)
xj − s
]
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 2.98 y 2.122.
Proposicio´n 2.129 En los sistemas ordinales suma, el recorrido de (e+)u,kx esta´ contenido en
el intervalo cerrado∑
xj≤ 1n
cj2(R
0
j (u, k))
k
+
∑
xj>
1
n
cj1(R
0
j (u, k))
k
, . . . ,
p∑
j=1
cji (R
0
j (u, k))
k

para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 2.100 y 2.122.
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Corolario 2.130 (a) En el sistema mayoritario puro suma, el recorrido de (e+)u,kx esta´ conte-
nido en el conjunto {∑
j∈H
r0j (u, k) : H ⊆ P
}
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
(b) En el sistema igualitario puro suma, el recorrido de (e+)u,kx es
p∑
j=1
[
R0j (u, k)
n
]
k
,
h+
p∑
j=1
[
R0j (u, k)
n
]
k

para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
Proposicio´n 2.131 En los sistemas de cuotas suma con qk ∈
(
1
k+1
, 1
k
]
, el recorrido de (e+)u,kx
esta´ contenido en el intervalo
p∑
j=1
[
xj
qR0j (u,k)
]
k
, h+
p∑
j=1
[
xj
qR0j (u,k)
]
k
 ,
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 2.102 y 2.122.
Corolario 2.132 En el sistema de los mayores restos suma, el recorrido de (e+)u,kx es el intervalo
p∑
j=1
[(R0j (u, k))xj]
k
,
p+
p∑
j=1
[(R0j (u, k))xj]
k

para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
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Proposicio´n 2.133 En los sistemas de divisores suma con (gd)d≥1 estrictamente creciente, si
c ∈ Im (e+)u,kx
entonces existen c1, . . . , cz ∈ N tales que c1 + . . . + cz = c y existen cj1, . . . , cjn−1 ∈ N tales que
cj1 + . . .+ c
j
n−1 = R
0
j (u, k)− cj para j ∈ Z y
g−1
(
xj
1− xj
(
gcj1
+ . . .+ gcjn−1
))
− 1
k
≤ c
j
k
≤
g−1
(
xj
1− xj
(
gcj1+1
+ . . .+ gcjn−1+1
))
k
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 2.104 y 2.122.
Proposicio´n 2.134 En los sistemas de divisores lineales suma con gd = d + s y s > −1, el
recorrido de (e+)u,kx esta´ contenido en la suma de intervalos cerrados
p∑
j=1
[
(R0j (u, k) + ns+ 1)xj − (s+ 1)
k
,
(
R0j (u, k) + n(s+ 1)− 1
)
xj − s
k
]
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 2.105 y 2.122.
Ejemplo 2.135 Supongamos el caso de n = 4 candidaturas, p = 2 circunscripciones con pesos
0.4 y 0.6 y k = 6 representantes a elegir, y supongamos que se aplica la regla de los mayores
restos para repartir los representantes por circunscripciones y la de Hondt para repartirlos en
cada una de ellas.
Entonces, dado que la regla de los mayores restos otorga 2 y 4 representantes a las circunscrip-
ciones, si consideramos el vector de votos
x = (x1, x2) = (0.4, 0.1)
el intervalo suma es
[(2 + 1) · 0.4− 1, (2 + 4− 1) · 0.4] + [(4 + 1) · 0.1− 1, (4 + 4− 1) · 0.1]
= [0.2, 2] + [−0.5, 0.7] = [−0.3, 2.7]
y por tanto, el nu´mero total obtenido oscilara´ entre 0 y 2 representantes, en funcio´n de los
posibles votos del resto de candidaturas en las diferentes circunscripciones.
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Proposicio´n 2.136 (a) Para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N
Im (E ′)u,kx ⊆ Im Eu,kx .
(b) Para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N
Im (e′)u,kx ⊆ Im eu,kx .
Demostracio´n. (a) Ya que para cada c ≤ k,
c ∈ Im (E ′)u,kx
si, y so´lo si, existe w ∈ W pn′−1(x) tal que
(E ′)u,kx (w) = c .
Y esto implica –pero no es equivalente– a que exista w′ ∈ W pn−1(x) tal que
Eu,kx (w
′) = c ,
es decir, a que
c ∈ Im Eu,kx
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
(b) Dado que
Im (e′)u,kx =
Im (E ′)u,kx
k
⊆ Im E
u,k
x
k
= Im eu,kx
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
Observacio´n 2.137 La inclusio´n no es, en general, igualdad puesto que la aplicacio´n que a
cada matriz w ∈ W pn′−1(x) le asocia la matriz w′ ∈ W pn−1(x) es inyectiva pero no exhaustiva.
En particular, para los sistemas electorales simples tenemos:
Corolario 2.138 (a) Para cada x ∈ [0, 1] y cada k ∈ N
Im (E ′)kx ⊆ Im Ekx .
(b) Para cada x ∈ [0, 1] y cada k ∈ N
Im (e′)kx ⊆ Im ekx .
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2.3 Crecimiento parcial
Ana´logamente al crecimiento de un sistema electoral, cuando consideramos la misma idea pero
sobre las expectativas electorales obtenemos el concepto de crecimiento parcial.
Definicio´n 2.139 Diremos que el sistema electoral R es parcialmente creciente si, y so´lo
si, para cada k, l ∈ N la condicio´n
k ≤ l
implica
Eux(w, k) ≤ Eux(w, l)
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada w ∈ W pn−1(x).
Observacio´n 2.140 Observemos que la condicio´n anterior no puede ser sustituida por la
misma con r en lugar de R, ya que en un caso r se obtiene a partir de R dividiendo por k y
en el otro por l.
Proposicio´n 2.141 El crecimiento implica el crecimiento parcial.
Demostracio´n. Puesto que dados k, l ∈ N arbitrarios tales que
k ≤ l
entonces, por ser R creciente,
Eux(w, k) = R
u
1((x/w), k) ≤ Ru1((x/w), l) = Eux(w, l)
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada w ∈ W pn−1(x).
Proposicio´n 2.142 (a) Los sistemas ordinales son parcialmente crecientes.
(b) Los sistemas de divisores son parcialmente crecientes.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.251, 1.253 y 2.141.
Observacio´n 2.143 Los sistemas de cuotas no son parcialmente crecientes en general, como se
deduce de 1.252, teniendo en cuenta que el contraejemplo es igualmente va´lido con variaciones
suficientemente pequen˜as de los datos.
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Proposicio´n 2.144 El crecimiento parcial implica el crecimiento casi seguro w ∈ W pn .
Demostracio´n. Ya que si k, l ∈ N son tales que
k ≤ l
entonces, por 2.21 y ser R parcialmente creciente,
Rui (w, k) = E
u
wi
((
(1)
w2, . . . ,
(i)
w1, . . . , wn), k) ≤
Euwi((
(1)
w2, . . . ,
(i)
w1, . . . , wn), l) = Rui (w, l)
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y casi seguro w ∈ W pn .
Proposicio´n 2.145 La extensio´n media de un sistema electoral parcialmente creciente es
parcialmente creciente.
Demostracio´n. Puesto que si k, l ∈ N son tales que
k ≤ l
entonces, por ser R parcialmente creciente,
Eˆux(w, k) = E
u+
xˆ∗ (wˆ
∗, k) ≤ Eu+xˆ∗ (wˆ∗, l) = Eˆux(w, l)
para cada u ∈ Uzp, cada x ∈ [0, 1]zp y cada w ∈ W zpn−1(x).
Corolario 2.146 Los sistemas electorales medios de sistemas electorales simples parcialmente
crecientes son parcialmente crecientes.
Proposicio´n 2.147 (a) Los sistemas ordinales medios son parcialmente crecientes.
(b) Los sistemas de divisores medios son parcialmente crecientes.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.257 y 2.141.
Observacio´n 2.148 Los sistemas de cuotas medios no son parcialmente crecientes en general,
como se ha visto ya en particular para el caso simple en 2.143.
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Proposicio´n 2.149 La suma de sistemas electorales parcialmente crecientes respecto de uno
simple creciente es parcialmente creciente.
Demostracio´n. Ya que si
k ≤ l
entonces, por ser R0 creciente, para cada j ∈ Z
R0j
(
u+, k
) ≤ R0j (u+, l) ,
para cada u ∈ Uz. Y, por ser Rj parcialmente crecientes para cada j ∈ Z,
(E+)ux(w, k) = (E
1)u
∗
1
x1
(
w1, R01(u
+, k)
)
+ . . .+ (Ez)u
∗
z
xz
(
wz, R0z(u
+, k)
) ≤
(E1)u
∗
1
x1
(
w1, R01(u
+, l)
)
+ . . .+ (Ez)u
∗
z
xz
(
wz, R0z(u
+, l)
)
= (E+)ux(w, l)
para cada u ∈ Up1+...+pz , cada x ∈ [0, 1]p1+...+pz y cada w ∈ W p1+...+pzn−1 (x).
Corolario 2.150 Los sistemas electorales suma de sistemas electorales simples parcialmente
crecientes respecto de uno simple creciente son parcialmente crecientes.
Proposicio´n 2.151 (a) Los sistemas ordinales suma respecto de uno simple creciente son
parcialmente crecientes.
(b) Los sistemas de divisores suma respecto de uno simple creciente son parcialmente crecientes.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.261 y 2.141.
Observacio´n 2.152 Los sistemas de cuotas suma no son parcialmente crecientes en general,
como se ha visto ya en particular para el caso simple en 2.143.
Proposicio´n 2.153 El crecimiento parcial es hereditario.
Demostracio´n. Puesto que si
k ≤ l
entonces
(E ′)ux(w, k) = E
u
x(w
′, k) ≤ Eux(w′, l) = (E ′)ux(w, l)
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada w ∈ W pn′−1(x), por ser R parcialmente creciente.
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2.4 Estabilidad parcial
Cuando se considera la convergencia de las expectativas electorales se obtiene el concepto de
estabilidad parcial y, en particular, los de mayor´ıa, proporcionalidad e igualdad parciales.
Definicio´n 2.154 Diremos que el sistema electoral R es parcialmente estable si, y so´lo si,
existe
l´ım
k→∞
eux(w, k)
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada w ∈ W pn−1(x). Y, en tal caso, a dicho l´ımite lo
denominaremos ı´ndice de estabilidad parcial y lo denotaremos
e¯ux(w) .
Observacio´n 2.155 Obse´rvese que la estabilidad parcial equivale simplemente a la conver-
gencia de las variables aleatorias discretas
eu,kx : W
p
n−1(x) −→ R .
Y, en tal caso, tenemos la aplicacio´n
e¯ux : W
p
n−1(x) −→ R .
Proposicio´n 2.156 e¯ux es una variable aleatoria.
Demostracio´n. Por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue, ya que las varia-
bles aleatorias eu,kx esta´n acotadas entre 0 y 1 por definicio´n.
Proposicio´n 2.157 (a) Si R es parcialmente estable entonces, para cada u ∈ Up y cada
w ∈ W pn−1
e¯u(0,...,0)(w) = 0 ;
(b) Si R es parcialmente estable entonces, para cada u ∈ Up
e¯u(1,...,1)(0) = 1 ,
siendo 0 la matriz nula.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 2.18.
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Proposicio´n 2.158 La estabilidad implica la estabilidad parcial y los ı´ndices de estabilidad
parcial son
e¯ux(w) = r¯
u
1 (x/w)
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada w ∈ W pn−1(x).
Demostracio´n. Ya que, por ser R estable,
e¯ux(w) = l´ım
k→∞
eux(w, k) = l´ım
k→∞
ru1 ((x/w), k) = r¯
u
1 (x/w)
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada w ∈ W pn−1(x).
Proposicio´n 2.159 La estabilidad parcial implica la estabilidad casi seguro w ∈ W pn y los
ı´ndices de estabilidad son
r¯ui (w) = e¯
u
wi(wwi)
para cada i ∈ N , cada u ∈ Up y cada w ∈ W pn .
Demostracio´n. Puesto que, por 2.21 y ser R parcialmente estable,
r¯ui (w) = l´ım
k→+∞
rui (w, k) = l´ım
k→+∞
euwi(wwi , k) = e¯
u
wi(wwi)
para cada i ∈ N , cada u ∈ Up y cada w ∈ W pn .
Observacio´n 2.160 Por tanto, si un sistema electoral es estable la familia de aplicaciones
(r¯u)u∈Up
determina la familia
(e¯ux)(u,x)∈Up×[0,1]p .
Y, rec´ıprocamente, si un sistema electoral es parcialmente estable la familia de aplicaciones
(e¯ux)(u,x)∈Up×[0,1]p
determina la familia de aplicaciones
(r¯u)u∈Up
casi seguro w ∈ W pn .
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Proposicio´n 2.161 Los sistemas ordinales asinto´ticos son parcialmente estables y sus ı´ndices
de estabilidad parcial son
e¯x(w) = c¯h ,
donde h es el orden del voto x entre los votos del vector (x/w).
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.270 y 2.158.
Proposicio´n 2.162 Los sistemas de cuotas son parcialmente estables y sus ı´ndices de estabi-
lidad parcial son
e¯x(w) = x .
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.272 y 2.158.
Proposicio´n 2.163 Los sistemas de divisores t–asinto´ticos son parcialmente estables y sus
ı´ndices de estabilidad parcial son
e¯x(w) =
x
1/t
x
1/t + w
1/t
1 + . . .+ w
1/t
n−1
.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.278 y 2.158.
Ejemplo 2.164 Supongamos que aplicamos el sistema electoral simple de los divisores para
n = 4 candidaturas con
gd = d
2 .
Si consideramos, por ejemplo, los votos 0.1 i 0.4 y las tablas de valores
i=1 i=2 i=3
0.3 0.2 0.1
y
i=1 i=2 i=3
0.2 0.3 0.4
teniendo en cuenta el ejemplo 1.280, los ı´ndices de estabilidad parcial correspondientes son
e¯0.4(0.3, 0.2, 0.1) = 0.325 y e¯0.1(0.2, 0.3, 0.4) = 0.163 ,
respectivamente.
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Proposicio´n 2.165 La extensio´n media de un sistema electoral parcialmente estable es par-
cialmente estable y sus ı´ndices de estabilidad parcial son
¯ˆeux(w) = e¯
u+
xˆ∗ (wˆ
∗)
para cada u ∈ Uzp, cada x ∈ [0, 1]zp y cada w ∈ W zpn−1(x).
Demostracio´n. Puesto que, por 2.44 y ser R parcialmente estable,
¯ˆeux(w) = l´ım
k→∞
eˆux(w, k) = l´ım
k→∞
e
u+
xˆ∗ (wˆ
∗, k) = e¯u+xˆ∗ (wˆ
∗)
para cada u ∈ Uzp, cada x ∈ [0, 1]zp y cada w ∈ W zpn−1(x).
Corolario 2.166 Los sistemas electorales medios de sistemas electorales simples parcialmente
estables son parcialmente estables y sus ı´ndices de estabilidad parcial son
¯ˆeux(w) = e¯xˆ(wˆ)
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada w ∈ W pn−1(x).
Proposicio´n 2.167 Los sistemas ordinales medios asinto´ticos son parcialmente estables y sus
ı´ndices de estabilidad parcial son
¯ˆeux(w) = c¯h ,
donde h es el orden del voto xˆ entre los votos del vector (xˆ/wˆ).
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 2.161 y 2.166.
Proposicio´n 2.168 Los sistemas de cuotas medios son parcialmente estables y sus ı´ndices de
estabilidad parcial son
¯ˆeux(w) = xˆ .
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 2.162 y 2.166.
Proposicio´n 2.169 Los sistemas de divisores medios t–asinto´ticos son parcialmente estables
y sus ı´ndices de estabilidad parcial son
¯ˆeux(w) =
xˆ
1/t
xˆ
1/t + wˆ
1/t
1 + . . .+ wˆ
1/t
n−1
.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 2.163 y 2.166.
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Proposicio´n 2.170 La suma de sistemas electorales parcialmente estables respecto de uno
simple estable es parcialmente estable y sus ı´ndices de estabilidad parcial son
(e¯+)ux(w) = r¯
0
1(u
+) · (e¯1)u∗1x1(w1) + . . .+ r¯0z(u+) · (e¯z)u
∗
z
xz (w
z)
para cada u ∈ Up1+...+pz , cada x ∈ [0, 1]p1+...+pz y cada w ∈ W p1+...+pzn−1 (x).
Demostracio´n. Puesto que, por 2.68 y ser R0 estable y Rj parcialmente estable para cada
j ∈ Z,
(e¯+)ux(w) = l´ım
k→∞
(e+)ux(w, k) =
l´ım
k→∞
(
r01(u
+, k) · (e¯1)u∗1x1
(
w1, R01(u
+, k)
)
+ . . .+ r0z(u
+, k) · (e¯z)u∗zxz
(
wz, R0z(u
+, k)
))
=
l´ım
k→∞
r01(u
+, k) · l´ım
k→∞
(e¯1)u
∗
1
x1
(
w1, R01(u
+, k)
)
+ . . .+ l´ım
k→∞
r0z(u
+, k) · l´ım
k→∞
(e¯z)u
∗
z
xz
(
wz, R0z(u
+, k)
)
=
r¯01(u
+) · (e¯1)u∗1x1(w1) + . . .+ r¯0z(u+) · (e¯z)u
∗
z
xz (w
z)
para cada u ∈ Up1+...+pz , cada x ∈ [0, 1]p1+...+pz y cada w ∈ W p1+...+pzn−1 (x).
Observacio´n 2.171 La fo´rmula anterior puede escribirse matricialmente en la forma
(e¯+)ux(w) =
(
(e¯1)
u∗1
x1(w
1) . . . (e¯z)
u∗z
xz (w
z)
)
r¯01(u
+)
...
r¯0z(u
+)

para cada u ∈ Up1+...+pz , cada x ∈ [0, 1]p1+...+pz y cada w ∈ W p1+...+pzn−1 (x).
Corolario 2.172 Los sistemas electorales suma de sistemas electorales simples parcialmente
estables respecto de uno simple estable son parcialmente estables y sus ı´ndices de estabilidad
parcial son
(e¯+)ux(w) = r¯
0
1(u) · e¯1x1(w1) + . . .+ r¯0p(u) · e¯pxp(wp)
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada w ∈ W pn−1(x).
Observacio´n 2.173 La fo´rmula anterior puede escribirse matricialmente en la forma
(e¯+)ux(w) =
(
e¯1x1(w
1) . . . e¯pxp(w
p)
)
r¯01(u)
...
r¯0p(u)

para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada w ∈ W pn−1(x).
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Proposicio´n 2.174 Los sistemas ordinales suma asinto´ticos respecto de uno simple estable
son parcialmente estables y sus ı´ndices de estabilidad parcial son
(e¯+)ux(w) =
p∑
j=1
r¯0j (u) c¯
j
hj
si xj es el hj–e´simo voto del vector (xj/w
j) para cada j ∈ P .
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 2.161 y 2.172.
Proposicio´n 2.175 Los sistemas de cuotas suma respecto de uno simple estable son parcial-
mente estables y sus ı´ndices de estabilidad parcial son
(e¯+)ux(w) =
p∑
j=1
r¯0j (u)xj .
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 2.162 y 2.172.
Proposicio´n 2.176 Los sistemas de divisores suma t–asinto´ticos respecto de uno simple es-
table son parcialmente estables y sus ı´ndices de estabilidad parcial son
(e¯+)ux(w) =
p∑
j=1
r¯0j (u) ·
x
1/t
j
x
1/t
j + w
j
1
1/t
+ . . .+ wjn−1
1/t
.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 2.163 y 2.172.
Proposicio´n 2.177 La estabilidad parcial es hereditaria y
(e¯′)ux(w) = e¯
u
x(w
′)
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada w ∈ W pn′−1(x).
Demostracio´n. Ya que, por 2.89 y ser R parcialmente estable,
(e¯′)ux(w) = l´ım
k→∞
(e′)ux(w, k) = l´ım
k→∞
eux(w
′, k) = e¯ux(w
′)
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada w ∈ W pn′−1(x).
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2.4.1 Mayor´ıa, proporcionalidad e igualdad parciales
Consideremos el conjunto
︷ ︸︸ ︷
W pn−1(x) =
w ∈ W pn−1(x) :
xˆ > wˆi para cada i = 1, . . . , n− 1
o
xˆ < wˆi para algu´n i = 1, . . . , n− 1

y
W pn−1(x) =
{
w ∈ W pn−1(x) : wˆi 6= 0 para cada i = 1, . . . , n− 1
}
.
Definicio´n 2.178 Un sistema electoral R es parcialmente mayoritario si, y so´lo si, para
cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada w ∈
︷ ︸︸ ︷
W pn−1(x)
e¯ux(w) =
1 , si xˆ > wˆi para cada i = 1, . . . , n− 1 ,0 , si xˆ < wˆi para algu´n i = 1, . . . , n− 1 .
Observacio´n 2.179 Es interesante observar que el valor del caso de mayor´ıa parcial definido
anteriormente es la expectativa del sistema mayoritario puro medio vista en 2.51 que, como se
observo´ en 2.52, no depend´ıa de k.
Definicio´n 2.180 Un sistema electoral R es parcialmente proporcional si, y so´lo si, para
cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada w ∈ W pn−1(x)
e¯ux(w) = xˆ .
Definicio´n 2.181 Un sistema electoral R es parcialmente igualitario si, y so´lo si, para cada
u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada w ∈ W pn−1(x)
e¯ux(w) =
1
n
.
Proposicio´n 2.182 Los sistemas electorales mayoritarios e igualitarios son parcialmente esta-
bles casi seguro w ∈ W pn−1(x) para cada x ∈ [0, 1]p; y los proporcionales, parcialmente estables.
Demostracio´n. Puesto que las condiciones anteriores se verifican en W pn−1(x) −
︷ ︸︸ ︷
W pn−1(x),
W pn−1(x)−W pn−1(x) y W pn−1(x) respectivamente.
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Proposicio´n 2.183 (a) La mayor´ıa implica la mayor´ıa parcial.
(b) La proporcionalidad implica la proporcionalidad parcial.
(c) La igualdad implica la igualdad parcial.
Demostracio´n. (a) Ya que, por 2.158 y ser R mayoritario,
e¯ux(w) = r¯
u
1 (x/w) =
1 , si xˆ > wˆi para cada i = 1, . . . , n− 1 ,0 , si xˆ < wˆi para algu´n i = 1, . . . , n− 1 ,
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada w ∈
︷ ︸︸ ︷
W pn−1(x).
(b) Puesto que, por 2.158 y ser R proporcional,
e¯ux(w) = r¯
u
1 (x/w) = xˆ
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada w ∈ W pn−1(x).
(c) Dado que, por 2.158 y ser R igualitario,
e¯ux(w) = r¯
u
1 (x/w) =
1
n
,
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada w ∈ W pn−1(x).
Proposicio´n 2.184 (a) La mayor´ıa parcial implica la mayor´ıa casi seguro w ∈ W pn .
(b) La proporcionalidad parcial implica la proporcionalidad casi seguro w ∈ W pn .
(c) La igualdad parcial implica la igualdad casi seguro w ∈ W pn .
Demostracio´n. (a) Ya que, por 2.158 y ser R parcialmente mayoritario,
r¯ui (w) = e¯
u
wi(wwi) =
1 , si wˆi > wˆh para cada h 6= i ,0 , si wˆi < wˆh para algu´n h 6= i ,
para cada u ∈ Up, cada i ∈ N y casi seguro w ∈
︷︸︸︷
W pn .
(b) Puesto que, por 2.158 y ser R parcialmente proporcional,
r¯ui (w) = e¯
u
wi(wwi) = wˆi
para cada u ∈ Up, cada i ∈ N y casi seguro w ∈ W pn .
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(c) Dado que, por 2.158 y ser R parcialmente igualitario,
r¯ui (w) = e¯
u
wi(wwi) =
1
n
para cada u ∈ Up, cada i ∈ N y casi seguro w ∈ W pn .
Proposicio´n 2.185 (a) Los sistemas ordinales asinto´ticos de ma´xima dispersio´n y mı´nima
dispersio´n son parcialmente mayoritarios y parcialmente igualitarios, respectivamente.
(b) Los sistemas de cuotas son parcialmente proporcionales.
(c) Los sistemas de divisores 0–asinto´ticos, 1–asinto´ticos y +∞–asinto´ticos son parcialmente
mayoritarios, parcialmente proporcionales y parcialmente igualitarios, respectivamente.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.299, 1.301, 1.303 y 2.183.
Corolario 2.186 (a) Los sistemas mayoritario puro e igualitario puros son parcialmente ma-
yoritario y parcialmente igualitario, respectivamente.
(b) El sistema de los mayores restos es parcialmente proporcional.
(c) Los sistemas de divisores lineales –y, en particular, el de Hondt– son parcialmente propor-
cionales.
Proposicio´n 2.187 (a) La extensio´n media de un sistema electoral parcialmente mayoritario
es parcialmente mayoritaria.
(b) La extensio´n media de un sistema electoral parcialmente proporcional es parcialmente
proporcional.
(c) La extensio´n media de un sistema electoral parcialmente igualitario es parcialmente igua-
litaria.
Demostracio´n. (a) Ya que, por 1.72 y 1.281 y ser R parcialmente mayoritario,
eˆ
u
x(w) = e¯
u+
x (wˆ
∗) =
1, si xˆ = u+ · xˆ∗ > u+ · wˆ∗i = wˆi para cada i = 1, . . . , n− 1 ,0, si xˆ = u+ · xˆ∗ < u+ · wˆ∗i = wˆi para algu´n i = 1, . . . , n− 1 ,
para cada u ∈ Uzp, cada x ∈ [0, 1]zp y cada w ∈
︷ ︸︸ ︷
W zpn−1(x).
Expectativas electorales 213
(b) Dado que, por 1.72 y 1.281 y ser R parcialmente proporcional,
eˆ
u
x(w) = e¯
u+
xˆ∗ (wˆ
∗) = u+ · xˆ∗ = xˆ
para cada u ∈ Uzp, cada x ∈ [0, 1]zp y w ∈ W zpn−1(x).
(c) Puesto que, por 1.281 y ser R parcialmente igualitario,
eˆ
u
x(w) = e¯
u+
xˆ∗ (wˆ
∗) =
1
n
para cada u ∈ Uzp, cada x ∈ [0, 1]zp y cada w ∈ W zpn−1(x).
Corolario 2.188 (a) Los sistemas electorales medios de sistemas simples parcialmente mayo-
ritarios son parcialmente mayoritarios.
(b) Los sistemas electorales medios de sistemas simples parcialmente proporcionales son par-
cialmente proporcionales.
(c) Los sistemas electorales medios de sistemas simples parcialmente igualitarios son parcial-
mente igualitarios.
Proposicio´n 2.189 (a) Los sistemas ordinales medios asinto´ticos de ma´xima y mı´nima dis-
persio´n son parcialmente mayoritarios y parcialmente igualitarios, respectivamente.
(b) Los sistemas de cuotas medios son parcialmente proporcionales.
(c) Los sistemas de divisores medios 0–asinto´ticos, 1–asinto´ticos y +∞–asinto´ticos son parcial-
mente mayoritarios, parcialmente proporcionales y parcialmente igualitarios, respectivamente.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 2.185 y 2.188.
Corolario 2.190 (a) Los sistemas mayoritario e igualitario puros medios son parcialmente
mayoritario y parcialmente igualitario, respectivamente.
(b) El sistema de los mayores restos medio es parcialmente proporcional.
(c) Los sistemas de divisores lineales medios –y, en particular, el de Hondt medio– son parcial-
mente proporcionales.
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Proposicio´n 2.191 (a) La suma de sistemas electorales parcialmente proporcionales respecto
de uno simple proporcional es parcialmente proporcional.
(b) La suma de sistemas electorales parcialmente igualitarios respecto de uno simple estable
es parcialmente igualitaria.
Demostracio´n. (a) Dado que, por 1.120 y 1.286 y ser R0 estable y Rj parcialmente propor-
cional para cada j ∈ Z,
(e¯+)ux(w) =
(
(e¯1)
u∗1
x1(w
1) . . . (e¯z)
u∗z
xz (w
z)
)
r¯01(u
+)
...
r¯0z(u
+)
 = ( u∗1 · x1 . . . u∗z · xz )

u+1
...
u+z
 = xˆ
para cada u ∈ Up1+...+pz , cada x ∈ [0, 1]p1+...+pz y cada w ∈ W p1+...+pzn .
(b) Puesto que, por 1.286 y ser R0 estable y Rj parcialmente igualitario para cada j ∈ Z,
(e¯+)ux(w) =
(
(e¯1)
u∗1
x1(w
1) . . . (e¯z)
u∗z
xz (w
z)
)
r¯01(u
+)
...
r¯0z(u
+)
 = ( 1n . . . 1n
)
r¯01(u
+)
...
r¯0z(u
+)
 = 1n
para cada u ∈ Up1+...+pz , cada x ∈ [0, 1]p1+...+pz y cada w ∈ W p1+...+pzn .
Corolario 2.192 (a) Los sistemas electorales suma de sistemas simples parcialmente propor-
cionales respecto de uno simple proporcional son parcialmente proporcionales.
(b) Los sistemas electorales suma de sistemas simples parcialmente igualitarios respecto de uno
simple estable son parcialmente igualitarios.
Proposicio´n 2.193 (a) Los sistemas ordinales suma asinto´ticos de mı´nima dispersio´n respecto
de uno simple estable son parcialmente igualitarios.
(b) Los sistemas de cuotas suma respecto de uno simple proporcional son parcialmente pro-
porcionales.
(c) Los sistemas de divisores suma 1–asinto´ticos y +∞–asinto´ticos respecto de uno simple
proporcional y uno simple estable son parcialmente proporcionales y parcialmente igualitarios,
respectivamente.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 2.185 y 2.192.
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Corolario 2.194 (a) El sistema igualitario puro suma respecto de uno simple estable es par-
cialmente igualitario.
(b) El sistema de los mayores restos suma respecto de uno simple proporcional es parcialmente
proporcional.
(c) Los sistemas de divisores lineales suma –y, en particular, el de Hondt suma– respecto de
uno simple proporcional son parcialmente proporcionales.
Proposicio´n 2.195 (a) La mayor´ıa parcial es hereditaria.
(b) La proporcionalidad parcial es hereditaria.
Demostracio´n. (a) Ya que, por 1.168, 2.177 y ser R parcialmente mayoritario,
(e¯′)ux(w) = e¯
u
x(w
′) =
1 , si xˆ > ŵ′i = wˆi para cada i = 1, . . . , n′ − 1 ,0, si xˆ < ŵ′i = wˆi para algu´n i = 1, . . . , n′ − 1 ,
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada w ∈
︷ ︸︸ ︷
W pn′−1(x).
(b) Dado que, por 2.177 y ser R parcialmente proporcional,
(e¯′)ux(w) = e¯
u
x(w
′) = xˆ
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada w ∈ W pn′−1(x).
Observacio´n 2.196 La igualdad parcial no es hereditaria, ya que el hecho que
e¯ux(w) =
1
n
no implica que
(e¯′)ux(w) =
1
n′
.
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3
Expectativa electoral media
A lo largo del cap´ıtulo anterior hemos definido y estudiado diversos conceptos y propiedades de
los sistemas electorales desde el punto de vista individual de una candidatura cualquiera. En el
presente cap´ıtulo, nos basaremos en los resultados de dicho cap´ıtulo para introducir una funcio´n
que permite analizar formalmente algunas cuestiones a las que nos referimos habitualmente.
Por ejemplo, es frecuente usar expresiones tales como “este sistema electoral favorece a las
candidaturas con mayor voto”, de significado intuitivo pero poco preciso.
Para ello, comenzaremos introduciendo la nocio´n de expectativa electoral media como la es-
peranza matema´tica de las expectativas electorales y finalizaremos analizando las propiedades
de crecimiento, estabilidad y, en particular, las de mayor´ıa, proporcionalidad e igualdad en
media, ana´logas a las definidas para sistemas y expectativas electorales pero referidas ahora a
la expectativa electoral media.
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3.1 Expectativa electoral media
Para evaluar la fuerza que otorga un sistema electoral a cada vector de pesos dado de una
candidatura cualquiera, consideramos la esperanza matema´tica de las expectativas electorales.
Definicio´n 3.1 Denominamos expectativa electoral media del vector de votos x ∈ [0, 1]p
cuando se eligen k ∈ N representantes respecto del peso u ∈ Up a la esperanza matema´tica de
la variable aleatoria discreta Eu,kx
Eu(x, k) = µ(Eu,kx ) =
k∑
c=0
c · Pu,x(Eu,kx = c) .
Tenemos, as´ı, una familia
(Eu)u∈Up
de funciones
Eu : [0, 1]p × N −→ R .
Y podemos considerar, asimismo, las funciones
Eu,k : [0, 1]p −→ R
obtenidas fijando el valor de k ∈ N.
Proposicio´n 3.2 Para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N
0 ≤ Eu(x, k) ≤ k .
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de la definicio´n anterior y de 2.14.
Proposicio´n 3.3 (a) Para cada u ∈ Up y cada k ∈ N
Eu ((0, . . . , 0), k) = 0 y Eu ((1, . . . , 1), k) = k .
(b) Para cada u ∈ Up y cada x 6= (1, . . . , 1)
Eu(x, 0) = 0 .
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de la definicio´n anterior y de 2.15.
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Definicio´n 3.4 Denominamos expectativa electoral media relativa del vector de votos
x ∈ [0, 1]p cuando se eligen k ∈ N representantes respecto del vector de pesos u ∈ Up a
eu(x, k) =

Eu(x, k)
k
, si k > 0 ,
1 , si x = (1, . . . , 1) y k = 0 ,
0 , si x 6= (1, . . . , 1) y k = 0 .
Tenemos, as´ı, una familia
e = (eu)u∈Up
de funciones
eu : [0, 1]p × N −→ R .
Y podemos considerar de nuevo las funciones
eu,k : [0, 1]p −→ R
obtenidas fijando el valor de k ∈ N.
Proposicio´n 3.5 La expectativa electoral media relativa es la esperanza matema´tica de la
variable aleatoria discreta eu,kx
eu(x, k) = µ(eu,kx ) =
k∑
c=0
c
k
· Pu,x
(
eu,kx =
c
k
)
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
(b) Para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N
0 ≤ eu(x, k) ≤ 1 .
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de la definicio´n anterior y de 3.2.
Proposicio´n 3.6 (a) Para cada u ∈ Up y cada k > 0
eu ((0, . . . , 0), k) = 0 y eu ((1, . . . , 1), k) = 1 .
(b) Para cada u ∈ Up y cada x 6= (1, . . . , 1)
eu(x, 0) = 0 .
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de la definicio´n anterior y de 3.3.
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Proposicio´n 3.7 Las expectativas electorales medias de los sistemas ordinales son
E(x, k) =
n∑
s=1
cs(k) ·
V
({
w ∈ Wn−1(x) :
x > wi para n− s votos
x < wi para los s− 1 votos restantes
})
√
n− 1
(n− 2)! (1− x)
n−2
para cada x ∈ [0, 1] y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Por 1.38 y 2.93, teniendo en cuenta en el primer caso que el sistema otorga
cs(k)
representantes para cada s = 1, . . . , n a la candidatura cuyo voto es el s–e´simo mayor, lo que
se corresponde con ser mayor que n− s votos y menor que los s− 1 restantes, salvo conjuntos
de probabilidad 0.
Corolario 3.8 (a) La expectativa electoral media del sistema mayoritario puro es
E(x, k) = k · V ({w ∈ Wn−1(x) : x > wi para cada i = 1, . . . , n− 1})√
n− 1
(n− 2)! (1− x)
n−2
para cada x ∈ [0, 1] y cada k ∈ N.
(b) La expectativa electoral media del sistema igualitario puro es
E(x, k) =
[
k
n
]
·
V
({
w ∈ Wn−1(x) : x < wi para k − n
[
k
n
]
o ma´s votos
})
√
n− 1
(n− 2)! (1− x)
n−2
+
([
k
n
]
+ 1
)
·
V
({
w ∈ Wn−1(x) : x > wi para k − n
[
k
n
]
o ma´s votos
})
√
n− 1
(n− 2)! (1− x)
n−2
para cada x ∈ [0, 1] y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 2.26 y 3.7.
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Corolario 3.9 Las expectativas electorales medias relativas de los sistemas ordinales son
e(x, k) =
n∑
s=1
cs(k) ·
V
({
w ∈ Wn−1(x) :
x > wi para n− s votos
x < wi para los s− 1 votos restantes
})
√
n− 1
(n− 2)! (1− x)
n−2
para cada x ∈ [0, 1] y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 3.7.
Corolario 3.10 (a) La expectativa electoral media relativa del sistema mayoritario puro es
e(x, k) =
V ({w ∈ Wn−1(x) : x > wi para cada i = 1, . . . , n− 1})√
n− 1
(n− 2)! (1− x)
n−2
para cada x ∈ [0, 1] y cada k ∈ N.
(b) La expectativa electoral media relativa del sistema igualitario puro es
e(x, k) =
[
k
n
]
k
·
V

w ∈ Wn−1(x) :
x < wi para k − n
[
k
n
]
o ma´s votos


√
n− 1
(n− 2)! (1− x)
n−2
+
[
k
n
]
+ 1
k
·
V

w ∈ Wn−1(x) :
x > wi para k − n
[
k
n
]
o ma´s votos


√
n− 1
(n− 2)! (1− x)
n−2
para cada x ∈ [0, 1] y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 3.8.
Observacio´n 3.11 La expectativa electoral media relativa del sistema mayoritario puro no
depende de k.
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Proposicio´n 3.12 Las expectativas electorales medias de los sistemas de cuotas con qk ∈(
1
k+1
, 1
k
]
son
E(x, k) =
[
x
qk
]
·
V

w ∈ Wn−1(x) :
x− qk
[
x
qk
]
< wi − qk
[
wi
qk
]
para
k −
([
x
qk
]
+
[
w1
qk
]
+ . . .+
[
wn−1
qk
])
o ma´s restos


√
n− 1
(n− 2)! (1− x)
n−2
+
([
x
qk
]
+ 1
)
·
V

w ∈ Wn−1(x) :
x− qk
[
x
qk
]
> wi − qk
[
wi
qk
]
para
k −
([
x
qk
]
+
[
w1
qk
]
+ . . .+
[
wn−1
qk
])
o ma´s restos


√
n− 1
(n− 2)! (1− x)
n−2
para cada x ∈ [0, 1] y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Por 1.49 y 2.95, teniendo en cuenta que la candidatura dada obtiene so´lo[
x
qk
]
representantes si no esta´ entre las
k −
([
x
qk
]
+
[
w1
qk
]
+ . . .+
[
wn−1
qk
])
de mayor resto, salvo conjuntos de probabilidad 0.
Proposicio´n 3.13 La expectativa electoral media del sistema de los mayores restos es
E(x, k) = [kx] ·
V
({
w ∈ Wn−1(x) :
kx− [kx] < kwi − [kwi] para
k − ([kx] + [kw1] + . . .+ [kwn−1]) o ma´s restos
})
√
n− 1
(n− 2)! (1− x)
n−2
+ ([kx] + 1) ·
V
({
w ∈ Wn−1(x) :
kx− [kx] > kwi − [kwi] para
k − ([kx] + [kw1] + . . .+ [kwn−1]) o ma´s restos
})
√
n− 1
(n− 2)! (1− x)
n−2
para cada x ∈ [0, 1] y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Caso particular de 3.12 cuando qk =
1
k
.
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Corolario 3.14 Las expectativas electorales medias relativas de los sistemas de cuotas con
qk ∈
(
1
k+1
, 1
k
]
son
e(x, k) =
[
x
qk
]
k
·
V


w ∈ Wn−1(x) :
x− qk
[
x
qk
]
< wi − qk
[
wi
qk
]
para
k −
([
x
qk
]
+
[
w1
qk
]
+ . . .+
[
wn−1
qk
])
o ma´s restos


√
n− 1
(n− 2)! (1− x)
n−2
+
[
x
qk
]
+ 1
k
·
V


w ∈ Wn−1(x) :
x− qk
[
x
qk
]
> wi − qk
[
wi
qk
]
para
k −
([
x
qk
]
+
[
w1
qk
]
+ . . .+
[
wn−1
qk
])
o ma´s restos


√
n− 1
(n− 2)! (1− x)
n−2
para cada x ∈ [0, 1] y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 3.12.
Corolario 3.15 Las expectativa electoral media relativa del sistema de los mayores restos es
e(x, k) =
[kx]
k
·
V

w ∈ Wn−1(x) :
kx− [kx] < kwi − [kwi] para
k − ([kx] + [kw1] + . . .+ [kwn−1])
o ma´s restos


√
n− 1
(n− 2)! (1− x)
n−2
+
[kx] + 1
k
·
V

w ∈ Wn−1(x) :
kx− [kx] > kwi − [kwi] para
k − ([kx] + [kw1] + . . .+ [kwn−1])
o ma´s restos


√
n− 1
(n− 2)! (1− x)
n−2
para cada x ∈ [0, 1] y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 3.13.
226 Aportaciones al estudio de los sistemas electorales
Proposicio´n 3.16 Las expectativas electorales medias de los sistemas de divisores con
(gd)d≥1
estrictamente creciente son
E(x, k) =
k∑
c=1
c ·
V

⋃
c1+...+cn−1=k−c
w ∈ Wn−1(x) :
gc1
gc+1
x < w1 <
gc1+1
gc
x
. . . . . . . . .
gcn−1
gc+1
x < wn−1 <
gcn−1+1
gc
x


√
n− 1
(n− 2)! (1− x)
n−2
para cada x ∈ [0, 1] y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Puesto que, por 1.66, debe ser
wi
gci+1
<
x
gc
y
x
gci
<
wi
gc+1
que, despejando wi, se convierte en
x
gci
gc+1
< wi < x
gci+1
gc
para cada i = 1, . . . , n− 1.
Proposicio´n 3.17 Las expectativas electorales medias de los sistemas de divisores lineales con
gd = d+ s
y s > −1, son
E(x, k) =
(k+n(s+1)−1)x−s∑
c=(k+ns+1)x−(s+1)
c·
·
V

⋃
c1+...+cn−1=k−c
w ∈ Wn−1(x) :
c1 + s
c+ 1 + s
x < w1 <
c1 + 1 + s
c+ s
x
. . . . . . . . .
cn−1 + s
c+ 1 + s
x < wn−1 <
cn−1 + 1 + s
c+ s
x


√
n− 1
(n− 2)! (1− x)
n−2
para cada x ∈ [0, 1] y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 2.97 y 3.16.
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Corolario 3.18 Las expectativas electorales medias relativas de los sistemas de divisores con
(gd)d≥1
estrictamente creciente es
e(x, k) =
k∑
c=1
c
k
·
V

⋃
c1+...+cn−1=k−c

w ∈ Wn−1(x) :
gc1
gc+1
x < w1 <
gc1+1
gc
x
. . . . . . . . .
gcn−1
gc+1
x < wn−1 <
gcn−1+1
gc
x


√
n− 1
(n− 2)! (1− x)
n−2
para cada x ∈ [0, 1] y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 3.16.
Corolario 3.19 Las expectativas electorales medias relativas de los sistemas de divisores
lineales con
gd = d+ s
y s > −1, son
e(x, k) =
(k+n(s+1)−1)x−s∑
c=(k+ns+1)x−(s+1)
c
k
·
·
V

⋃
c1+...+cn−1=k−c

w ∈ Wn−1(x) :
c1 + s
c+ 1 + s
x < w1 <
c1 + 1 + s
c+ s
x
. . . . . . . . .
cn−1 + s
c+ 1 + s
x < wn−1 <
cn−1 + 1 + s
c+ s
x


√
n− 1
(n− 2)! (1− x)
n−2
para cada x ∈ [0, 1] y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 3.17.
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Ejemplo 3.20 Supongamos que el nu´mero de candidaturas es n = 3 y consideremos el caso
del sistema electoral simple mayoritario que otorga
c1(k) = k − 1 y c2(k) = 1
representantes a la candidatura ma´s votada y a la siguiente en voto respectivamente.
As´ı, para que una candidatura cualquiera con voto x sea la de voto mayor, la condicio´n –salvo
empates, que forman un conjunto de probabilidad cero– es que
x > w y x > 1− w − x ,
es decir,
1− 2x < w < x y 0 < w < 1− x ,
mientras que la condicio´n para quedar segunda es
0 < w < x o 1− 2x < w < 1− x ,
siendo tambie´n
0 < w < 1− x
en ambos casos. Entonces, para x ∈
[
0,
1
3
]
las primeras son imposibles y las segundas quedan
igual; para x ∈
[
1
3
,
1
2
]
las iniciales se reducen so´lo a la primera y las finales pasan a ser
0 < w < 1− 2x o x < w < 1− x ;
y para x ∈
[
1
2
, 1
)
las primeras se convierten en la tercera u´nicamente mientras que las finales
no se pueden dar, por lo que la funcio´n expectativa electoral media es
E(x, k) =

(k − 1) 0
1− x + 1 ·
2x
1− x =
2x
1− x, si x ∈
[
0,
1
3
]
,
(k − 1) 3x− 1
1− x + 1 ·
2(1− 2x)
1− x =
(3k − 7)x+ (3− k)
1− x , si x ∈
[
1
3
,
1
2
]
,
(k − 1) 1− x
1− x + 1 ·
0
1− x = k − 1, si x ∈
[
1
2
, 1
)
,
k, si x = 1 .
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Proposicio´n 3.21 Si E y Eˆ son las expectativas electorales medias de un sistema electoral R
y su extensio´n media Rˆ entonces
Eˆu(x, k) = Eu+ (xˆ∗, k)
para cada u ∈ Uzp, cada x ∈ [0, 1]zp y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Puesto que
Eˆu(x, k) =
k∑
c=0
c · Pˆu,x(Eˆu,kx = c) =
k∑
j=0
c · Pu+,xˆ∗(Eu+,kxˆ∗ = c) = Eu+(xˆ∗, k)
para cada u ∈ Uzp, cada x ∈ [0, 1]zp y cada k ∈ N.
Corolario 3.22 Si E y Eˆ son las expectativas electorales medias de un sistema electoral simple
R y su sistema electoral medio Rˆ entonces
Eˆu(x, k) = E(xˆ, k)
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
Proposicio´n 3.23 Si e y eˆ son las expectativas electorales medias relativas de un sistema
electoral R y su extensio´n media Rˆ entonces
eˆu(x, k) = eu+(xˆ∗, k)
para cada u ∈ Uzp, cada x ∈ [0, 1]zp y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 3.21.
Corolario 3.24 Si e y eˆ son las expectativas electorales medias relativas de un sistema electoral
simple R y su sistema electoral medio Rˆ entonces
eˆu(x, k) = e(xˆ, k)
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
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Proposicio´n 3.25 Las expectativas electorales medias de los sistemas ordinales medios son
Eˆu(x, k) =
n∑
s=1
cs(k) ·
V
({
wˆ ∈ Wn−1(xˆ) :
xˆ > wˆi para n− s votos
xˆ < wˆi para los s− 1 votos restantes
})
√
n− 1
(n− 2)! (1− xˆ)
n−2
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 3.7 y 3.22.
Proposicio´n 3.26 (a) La expectativa electoral media del sistema mayoritario puro medio es
Eˆu(x, k) = k · V ({wˆ ∈ Wn−1(x) : xˆ > wˆi para cada i = 1, . . . , n− 1})√
n− 1
(n− 2)! (1− xˆ)
n−2
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
(b) La expectativa electoral media del sistema igualitario puro medio es
Eˆu(x, k) =
[
k
n
]
·
V

wˆ ∈ Wn−1(xˆ) :
xˆ < wˆi para
k − n
[
k
n
]
o ma´s votos


√
n− 1
(n− 2)! · (1− xˆ)
n−2
+
([
k
n
]
+ 1
)
·
V

wˆ ∈ Wn−1(xˆ) :
xˆ > wˆipara
k − n
[
k
n
]
o ma´s votos


√
n− 1
(n− 2)! (1− xˆ)
n−2
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 3.8 y 3.22.
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Corolario 3.27 Las expectativas electorales medias relativas de los sistemas ordinales medios
son
eˆu(x, k) =
n∑
s=1
cs(k) ·
V
({
wˆ ∈ Wn−1(xˆ) :
xˆ > wˆi para n− s votos
xˆ < wˆi para los s− 1 votos restantes
})
√
n− 1
(n− 2)! (1− xˆ)
n−2
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 3.25.
Corolario 3.28 (a) La expectativa electoral media relativa del sistema mayoritario puro medio
es
eˆu(x, k) =
V ({wˆ ∈ Wn−1(xˆ) : xˆ > wˆi para cada i = 1, . . . , n− 1})√
n− 1
(n− 2)! (1− xˆ)
n−2
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
(b) La expectativa electoral media relativa del sistema igualitario puro medio es
eˆu(x, k) =
[
k
n
]
k
·
V

wˆ ∈ Wn−1(xˆ) :
xˆ < wˆi para
k − n
[
k
n
]
o ma´s votos


√
n− 1
(n− 2)! (1− xˆ)
n−2
+
[
k
n
]
+ 1
k
·
V

wˆ ∈ Wn−1(xˆ) :
xˆ > wˆi para
k − n
[
k
n
]
o ma´s votos


√
n− 1
(n− 2)! (1− xˆ)
n−2
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 3.26.
Observacio´n 3.29 La expectativa electoral media relativa del sistema mayoritario puro medio
no depende de k.
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Proposicio´n 3.30 Las expectativas electorales medias de los sistemas de cuotas medios con
qk ∈
(
1
k+1
, 1
k
]
son
Eˆu(x, k) =
[
xˆ
qk
]
·
V


wˆ ∈ Wn−1(xˆ) :
xˆ− qk
[
xˆ
qk
]
< wˆi − qk
[
wˆi
qk
]
para
k −
([
xˆ
qk
]
+
[
wˆ1
qk
]
+ . . .+
[
wˆn−1
qk
])
o ma´s restos


√
n− 1
(n− 2)! (1− xˆ)
n−2
+
([
xˆ
qk
]
+ 1
)
·
V


wˆ ∈ Wn−1(xˆ) :
xˆ− qk
[
xˆ
qk
]
> wˆi − qk
[
wˆi
qk
]
para
k −
([
xˆ
qk
]
+
[
wˆ1
qk
]
+ . . .+
[
wˆn−1
qk
])
o ma´s restos


√
n− 1
(n− 2)! (1− xˆ)
n−2
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 3.12 y 3.22.
Proposicio´n 3.31 La expectativa electoral media del sistema de los mayores restos medio es
Eˆu(x, k) = [kxˆ] ·
V

wˆ ∈ Wn−1(xˆ) :
kxˆ− [kxˆ] < kwˆi − [kwˆi] para
k − ([kxˆ] + [kwˆ1] + . . .+ [kwˆn−1])
o ma´s restos


√
n− 1
(n− 2)! (1− xˆ)
n−2
+ ([kxˆ] + 1) ·
V

wˆ ∈ Wn−1(xˆ) :
kxˆ− [kxˆ] > kwˆi − [kwˆi] para
k − ([kxˆ] + [kwˆ1] + . . .+ [kwˆn−1])
o ma´s restos


√
n− 1
(n− 2)! (1− xˆ)
n−2
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 3.13 y 3.22.
Expectativa electoral media 233
Corolario 3.32 Las expectativas electorales medias relativas de los sistemas de cuotas medios
con qk ∈
(
1
k+1
, 1
k
]
son
eˆu(x, k) =
[
xˆ
qk
]
k
·
V


wˆ ∈ Wn−1(xˆ) :
xˆ− qk
[
xˆ
qk
]
< wˆi − qk
[
wˆi
qk
]
para
k −
([
xˆ
qk
]
+
[
wˆ1
qk
]
+ . . .+
[
wˆn−1
qk
])
o ma´s restos


√
n− 1
(n− 2)! (1− xˆ)
n−2
+
[
xˆ
qk
]
+ 1
k
·
V


wˆ ∈ Wn−1(xˆ) :
xˆ− qk
[
xˆ
qk
]
> wˆi − qk
[
wˆi
qk
]
para
k −
([
xˆ
qk
]
+
[
wˆ1
qk
]
+ . . .+
[
wˆn−1
qk
])
o ma´s restos


√
n− 1
(n− 2)! (1− xˆ)
n−2
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 3.30.
Corolario 3.33 Las expectativa electoral media relativa del sistema de los mayores restos
medio es
eˆu(x, k) =
[kxˆ]
k
·
V

wˆ ∈ Wn−1(xˆ) :
kxˆ− [kxˆ] < kwˆi − [kwˆi] para
k − ([kxˆ] + [kwˆ1] + . . .+ [kwˆn−1])
o ma´s restos


√
n− 1
(n− 2)! (1− xˆ)
n−2
+
[kxˆ] + 1
k
·
V

wˆ ∈ Wn−1(xˆ) :
kxˆ− [kxˆ] > kwˆi − [kwˆi] para
k − ([kxˆ] + [kwˆ1] + . . .+ [kwˆn−1])
o ma´s restos


√
n− 1
(n− 2)! (1− xˆ)
n−2
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 3.31.
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Proposicio´n 3.34 Las expectativas electorales medias de los sistemas de divisores medios con
(gd)d≥1
estrictamente creciente son
Eˆu(x, k) =
k∑
c=1
c ·
V

⋃
c1+...+cn−1=k−c

wˆ ∈ Wn−1(xˆ) :
gc1
gc+1
xˆ < wˆ1 <
gc1+1
gc
xˆ
. . . . . . . . .
gcn−1
gc+1
xˆ < wˆn−1 <
gcn−1+1
gc
xˆ


√
n− 1
(n− 2)! (1− xˆ)
n−2
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 3.16 y 3.22.
Proposicio´n 3.35 Las expectativas electorales medias de los sistemas de divisores lineales
medios con
gd = d+ s
y s > −1, son
Eˆu(x, k) =
(k+n(s+1)−1) xˆ−s∑
c=(k+ns+1) xˆ−(s+1)
c·
·
V

⋃
c1+...+cn−1=k−c

wˆ ∈ Wn−1(xˆ) :
c1 + s
c+ 1 + s
xˆ < wˆ1 <
c1 + 1 + s
c+ s
xˆ
. . . . . . . . .
cn−1 + s
c+ 1 + s
xˆ < wˆn−1 <
cn−1 + 1 + s
c+ s
xˆ


√
n− 1
(n− 2)! (1− xˆ)
n−2
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 3.17 y 3.22.
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Corolario 3.36 Las expectativas electorales medias relativas de los sistemas de divisores
medios con
(gd)d≥1
estrictamente creciente son
eˆu(x, k) =
k∑
c=1
c
k
·
V

⋃
c1+...+cn−1=k−c

w ∈ Wn−1(xˆ) :
gc1
gc+1
xˆ < wˆ1 <
gc1+1
gc
xˆ
. . . . . . . . .
gcn−1
gc+1
xˆ < wˆn−1 <
gcn−1+1
gc
xˆ


√
n− 1
(n− 2)! (1− xˆ)
n−2
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 3.34.
Corolario 3.37 Las expectativas electorales medias relativas de los sistemas de divisores
lineales medios con
gd = d+ s
y s > −1, son
eˆu(x, k) =
(k+n(s+1)−1) xˆ−s∑
c=(k+ns+1) xˆ−(s+1)
c
k
·
·
V

⋃
c1+...+cn−1=k−c

w ∈ Wn−1(xˆ) :
c1 + s
c+ 1 + s
xˆ < wˆ1 <
c1 + 1 + s
c+ s
xˆ
. . . . . . . . .
cn−1 + s
c+ 1 + s
xˆ < wˆn−1 <
cn−1 + 1 + s
c+ s
xˆ


√
n− 1
(n− 2)! (1− xˆ)
n−2
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 3.35.
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Proposicio´n 3.38 (a) Si E1, . . . ,Ez y E+ son las expectativas electorales medias de los sistemas
electorales R1, . . . , Rz y su suma R+ respecto de uno simple R0
(E+)u(x, k) = (E1)u
∗
1(x1, R
0
1(u
+, k)) + . . .+ (Ez)u
∗
z
(
xz, R
0
z(u
+, k)
)
para cada u ∈ Up1+...+pz , cada x ∈ [0, 1]p1+...+pz y cada k ∈ N.
(b) Si e1, . . . , ez y e+ son las expectativas electorales medias relativas de los sistemas electorales
R1, . . . , Rz y su suma R+ respecto de uno simple R0
(e+)u(x, k) = r01
(
u+, k
) · (e1)u∗1 (x1, R01(u+, k))+ . . .+ r0z (u+, k) · (ez)u∗z (xz, R0z(u+, k)) ,
para cada u ∈ Up1+...+pz , cada x ∈ [0, 1]p1+...+pz y cada k ∈ N.
Demostracio´n. (a) Puesto que la esperanza matema´tica de la suma es la suma de las espe-
ranzas matema´ticas de las variables
(E1)u
∗
1,R
0
1(u
+,k)
x1
, . . . , (Ez)u
∗
z ,R
0
z(u
+,k)
xz ,
que son independientes como se vio ya en 2.72.
(b) Ya que
(e+)u(x, k) =
(E+)u(x, k)
k
=
(E1)u
∗
1 (x1, R
0
1(u
+, k)) + . . .+ (Ez)u
∗
z (xz, R
0
z(u
+, k))
k
=
R01 (u
+, k)
k
· (E
1)u
∗
1 (x1, R
0
1(u
+, k))
R01 (u
+, k)
+ . . .+
R0z (u
+, k)
k
· (E
z)u
∗
z (xz, R
0
z(u
+, k))
R0z (u
+, k)
=
r01
(
u+, k
) · (e1)u∗1 (x1, R01(u+, k))+ . . .+ r0z (u+, k) · (ez)u∗z (xz, R0z(u+, k))
para cada u ∈ Up1+...+pz , cada x ∈ [0, 1]p1+...+pz y cada k ∈ N, puesto que si
k = 0 o R0j
(
u+, k
)
= 0
para algu´n j ∈ Z entonces las correspondientes fracciones son 0 por definicio´n y se sigue
cumpliendo asimismo la igualdad.
Observacio´n 3.39 La fo´rmula anterior puede escribirse matricialmente en la forma
(e¯+)u(x) =
(
(e1)u
∗
1 (x1, R
0
1(u
+, k)) . . . (ez)u
∗
z (xz, R
0
z(u
+, k))
)
r01 (u
+, k)
...
r0z (u
+, k)

para cada u ∈ Up1+...+pz , cada x ∈ [0, 1]p1+...+pz y cada k ∈ N.
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Corolario 3.40 (a) Si E1, . . . ,Ep y E+ son las expectativas electorales medias de los sistemas
electorales simples R1, . . . , Rp y su sistema electoral suma R+ respecto de uno simple R0
(E+)u(x, k) = E1
(
x1, R
0
1(u, k)
)
+ . . .+ Ep
(
xp, R
0
p(u, k)
)
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
(b) Si e1, . . . , ep y e+ son las expectativas electorales medias relativas de los sistemas electorales
simples R1, . . . , Rp y su sistema electoral suma R+ respecto de uno simple R0
(e+)u(x, k) = r01(u, k) · e1
(
x1, R
0
1(u, k)
)
+ . . .+ r0p(u, k) · ep
(
xp, R
0
p(u, k)
)
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
Observacio´n 3.41 La fo´rmula anterior puede escribirse matricialmente en la forma
(e+)u(x, k) =
(
e1 (x1, R
0
1(u, k)) . . . e
z (xz, R
0
z(u, k))
)
r01(u, k)
...
r0p(u, k)

para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
Proposicio´n 3.42 Las expectativas electorales medias de los sistemas ordinales suma son
(E+)u(x, k) =
∑
xj=1
R0j (u, k)+
∑
xj<1
n∑
s=1
cs(R
0
j (u, k)) ·
V
({
wj ∈ Wn−1(xj) :
xj > w
j
i para n− s votos
xj < w
j
i para los s− 1 votos restantes
})
√
n− 1
(n− 2)! (1− xj)
n−2
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 3.7 y 3.40.
Proposicio´n 3.43 (a) La expectativa electoral media del sistema mayoritario puro suma es
(E+)u(x, k) =
∑
xj=1
R0j (u, k) +
∑
xj<1
R0j (u, k) ·
V
({
wj ∈ Wn−1(xj) :
xj > w
j
i para
cada i = 1, . . . , n− 1
})
√
n− 1
(n− 2)! (1− xj)
n−2
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
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(b) La expectativa electoral media del sistema igualitario puro suma es
(E+)u(x, k) =
∑
xj=1
R0j (u, k)+
∑
xj<1
[
R0j (u, k)
n
]
·
V

w
j ∈ Wn−1(xj) :
xj < w
j
i para
R0j (u, k)− n
[
R0j (u,k)
n
]
o ma´s votos


√
n− 1
(n− 2)! (1− xj)
n−2
+
∑
xj<1
([
R0j (u, k)
n
]
+ 1
)
·
V

w
j ∈ Wn−1(xj) :
xj > w
j
i para
R0j (u, k)− n
[
R0j (u,k)
n
]
o ma´s votos


√
n− 1
(n− 2)! (1− xj)
n−2
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 3.8 y 3.40.
Corolario 3.44 Las expectativas electorales medias relativas de los sistemas ordinales suma
son
(e+)u(x, k) =
∑
xj=1
r0j (u, k)+
∑
xj<1
n∑
s=1
cs(R
0
j (u, k))
k
·
V
({
wj ∈ Wn−1(xj) :
xj > w
j
i para n− s votos
xj < w
j
i para los s− 1 votos restantes
})
√
n− 1
(n− 2)! (1− xj)
n−2
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 3.42.
Corolario 3.45 (a) La expectativa electoral media relativa del sistema mayoritario puro suma
es
(E+)u(x, k) =
∑
xj=1
r0j (u, k) +
∑
xj<1
r0j (u, k) ·
V
({
wj ∈ Wn−1(xj) :
xj > w
j
i para
cada i = 1, . . . , n− 1
})
√
n− 1
(n− 2)! (1− xj)
n−2
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
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(b) La expectativa electoral media relativa del sistema igualitario puro suma es
(E+)u(x, k) =
∑
xj=1
r0j (u, k)+
∑
xj<1
[
R0j (u, k)
n
]
k
·
V

w
j ∈ Wn−1(xj) :
xj < w
j
i para
R0j (u, k)− n
[
R0j (u,k)
n
]
o ma´s votos


√
n− 1
(n− 2)! (1− xj)
n−2
+
∑
xj<1
[
R0j (u, k)
n
]
+ 1
k
·
V
wj ∈ Wn−1(xj) : xj > w
j
i para
R0j (u, k)− n
[
R0j (u,k)
n
]
o ma´s votos


√
n− 1
(n− 2)! (1− xj)
n−2
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 3.43.
Proposicio´n 3.46 Las expectativas electorales medias de los sistemas de cuotas suma con
qk ∈
(
1
k+1
, 1
k
]
son
(E+)u(x, k) =
∑
xj=1
R0j (u, k)+
∑
xj<1
[
xj
q
R0j (u,k)
]
·
V

w
j ∈ Wn−1(xj) :
xj − qR0j (u,k)
[
xj
q
R0j (u,k)
]
< wji − qR0j (u,k)
[
wji
q
R0j (u,k)
]
para
R0j (u, k)−
[
xj
q
R0j (u,k)
]
−
n−1∑
i=1
[
wji
q
R0j (u,k)
]
o ma´s restos


√
n− 1
(n− 2)! (1− xj)
n−2
+
∑
xj<1
([
xj
q
R0j (u,k)
]
+ 1
)
V


wj ∈ Wn−1(xj) :
xj − qR0j (u,k)
[
xj
q
R0j (u,k)
]
> wji − qR0j (u,k)
[
wji
q
R0j (u,k)
]
para R0j (u, k)−
[
xj
q
R0j (u,k)
]
−
n−1∑
i=1
[
wji
q
R0j (u,k)
]
o ma´s restos


√
n− 1
(n− 2)! (1− xj)
n−2
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 3.12 y 3.40.
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Proposicio´n 3.47 La expectativa electoral media del sistema de los mayores restos suma es
(E+)u(x, k) =
∑
xj=1
R0j (u, k)+
∑
xj<1
[R0j (u, k)xj] ·
V


wj ∈ Wn−1(xj) :
xj −
[R0j (u, k)xj]
R0j (u, k)
< wji −
[R0j (u, k)w
j
i ]
R0j (u, k)
para
R0j (u, k)− [R0j (u, k)xj]−
n−1∑
i=1
[R0j (u, k)w
j
i ]
o ma´s restos


√
n− 1
(n− 2)! (1− xj)
n−2
+
∑
xj<1
(
[R0j (u, k)xj] + 1
)·
V


wj ∈ Wn−1(xj) :
xj −
[R0j (u, k)xj]
R0j (u, k)
> wji −
[R0j (u, k)w
j
i ]
R0j (u, k)
para
R0j (u, k)− [R0j (u, k)xj]−
n−1∑
i=1
[R0j (u, k)w
j
i ]
o ma´s restos


√
n− 1
(n− 2)! (1− xj)
n−2
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 3.13 y 3.40.
Corolario 3.48 Las expectativas electorales medias relativas de los sistemas de cuotas suma
con qk ∈
(
1
k+1
, 1
k
]
son
(e+)u(x, k) =
∑
xj=1
r0j (u, k)+
∑
xj<1
[
xj
q
R0j (u,k)
]
k
·
V

w
j ∈ Wn−1(xj) :
xj − qR0j (u,k)
[
xj
q
R0j (u,k)
]
< wji − qR0j (u,k)
[
wji
q
R0j (u,k)
]
para
R0j (u, k)−
[
xj
q
R0j (u,k)
]
−
n−1∑
i=1
[
wji
q
R0j (u,k)
]
o ma´s restos


√
n− 1
(n− 2)! (1− xj)
n−2
+
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∑
xj<1
[
xj
q
R0j (u,k)
]
+ 1
k
·
V


wj ∈ Wn−1(xj) :
xj − qR0j (u,k)
[
xj
q
R0j (u,k)
]
> wji − qR0j (u,k)
[
wji
q
R0j (u,k)
]
para R0j (u, k)−
[
xj
q
R0j (u,k)
]
−
n−1∑
i=1
[
wji
q
R0j (u,k)
]
o ma´s restos


√
n− 1
(n− 2)! (1− xj)
n−2
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 3.46.
Corolario 3.49 La expectativa electoral media relativa del sistema de los mayores restos suma
es
(E+)u(x, k) =
∑
xj=1
r0j (u, k)+
∑
xj<1
[R0j (u, k)xj]
k
·
V


wj ∈ Wn−1(xj) :
xj −
[R0j (u, k)xj]
R0j (u, k)
< wji −
[R0j (u, k)w
j
i ]
R0j (u, k)
para
R0j (u, k)− [R0j (u, k)xj]−
n−1∑
i=1
[R0j (u, k)w
j
i ]
o ma´s restos


√
n− 1
(n− 2)! (1− xj)
n−2
+
∑
xj<1
[R0j (u, k)xj] + 1
k
·
V


wj ∈ Wn−1(xj) :
xj −
[R0j (u, k)xj]
R0j (u, k)
> wji −
[R0j (u, k)w
j
i ]
R0j (u, k)
para
R0j (u, k)− [R0j (u, k)xj]−
n−1∑
i=1
[R0j (u, k)w
j
i ]
o ma´s restos


√
n− 1
(n− 2)! (1− xj)
n−2
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 3.47.
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Proposicio´n 3.50 Las expectativas electorales medias de los sistemas de divisores suma con
(gd)d≥1
estrictamente creciente son
(E+)u(x, k) =
k∑
c=1
c ·
V

⋃
c1+...+cn−1=R0j (u,k)−c

wj ∈ Wn−1(xj) :
gc1
gc+1
xj < w
1
j <
gc1+1
gc
xj
. . . . . . . . .
gcn−1
gc+1
xj < w
n−1
j <
gcn−1+1
gc
xj


√
n− 1
(n− 2)! (1− xj)
n−2
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 3.16 y 3.40.
Proposicio´n 3.51 Las expectativas electorales medias de los sistemas de divisores lineales
suma con
gd = d+ s
y s > −1, son
(E+)u(x, k) =
∑
xj=1
R0j (u, k) +
∑
c∈∑pj=1[(R0j (u,k)+ns+1)xj−(s+1)≤(R0j (u,k)+n (s+1)−1)xj−s]
c·
·
V

⋃
c1+...+cn−1=R0j (u,k)−c

wj ∈ Wn−1(xj) :
c1 + s
c+ 1 + s
xj < w
1
j <
c1 + 1 + s
c+ s
xj
. . . . . . . . .
cn−1 + s
c+ 1 + s
xj < w
n−1
j <
cn−1 + 1 + s
c+ s
xj


√
n− 1
(n− 2)! (1− xj)
n−2
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 3.17 y 3.40.
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Corolario 3.52 Las expectativas electorales medias relativas de los sistemas de divisores suma
con
(gd)d≥1
estrictamente creciente son
(e+)u(x, k) =
k∑
c=1
c
k
·
V

⋃
c1+...+cn−1=R0j (u,k)−c

wj ∈ Wn−1(xj) :
gc1
gc+1
xj < w
1
j <
gc1+1
gc
xj
. . . . . . . . .
gcn−1
gc+1
xj < w
n−1
j <
gcn−1+1
gc
xj


√
n− 1
(n− 2)! (1− xj)
n−2
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 3.50.
Corolario 3.53 Las expectativas electorales medias relativas de los sistemas de divisores
lineales suma con
gd = d+ s
y s > −1, son
(e+)u(x, k) =
∑
xj=1
r0j (u, k) +
∑
c∈∑pj=1[(R0j (u,k)+ns+1)·xj−(s+1)≤(R0j (u,k)+n (s+1)−1)xj−s]
c
k
·
·
V

⋃
c1+...+cn−1=R0j (u,k)−c

wj ∈ Wn−1(xj) :
c1 + s
c+ 1 + s
xj < w
1
j <
c1 + 1 + s
c+ s
xj
. . . . . . . . .
cn−1 + s
c+ 1 + s
xj < w
n−1
j <
cn−1 + 1 + s
c+ s
xj


√
n− 1
(n− 2)! (1− xj)
n−2
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 3.51.
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Ejemplo 3.54 Supongamos que el nu´mero de candidaturas es n = 3, el nu´mero de circuns-
cripciones es p = 2 con vector de votos u = (0.6, 0.4) y se aplica el sistema electoral simple
de los mayores restos para repartir k = 6 representantes por circunscripciones y el sistema
electoral mayoritario que otorga
c1(k) = k − 1 y c2(k) = 1
representantes a la candidatura ma´s votada y a la siguiente en ambas circunscripciones. En
primer lugar, como ya se vio en 1.166, corresponden
R01(0.6, 6) = 4 y R
0
2(0.4, 6) = 2
representantes respectivamente a cada una de las circunscripciones.
As´ı, en el conjunto
[
1
3
, 1
2
] × [0, 1
3
]
por ejemplo, teniendo en cuenta el ejemplo 3.20, tenemos
que
(E+)(0.6,0.4)((x, y), 6) = E1(x, 4) + E(y, 2) =
5x− 1
1− x +
2y
1− y .
Observacio´n 3.55 Es falso en general que la expectativa electoral media del sistema electoral
inducido sea igual a la expectativa electoral media del sistema electoral original, como muestra
el siguiente contraejemplo.
Contraejemplo 3.56 Si consideramos el mismo sistema electoral simple mayoritario del ejem-
plo anterior 3.20 que otorga
c1(k) = k − 1 y c2(k) = 1
representantes a la candidatura cuyo voto sea mayor y a la que le sigue en voto respectivamente
pero para n = 2 candidaturas, es claro que la expectativa electoral media en tal caso es
E′(x, k) =

0, si x = 0 ,
1, si x ∈
(
0,
1
2
)
,
1 o k − 1, si x = 1
2
,
k − 1, si x ∈
(
1
2
, 1
)
,
k, si x = 1 ,
donde el valor para x = 1
2
dependera´ del criterio de desempate que se haya fijado previamente.
En cualquier caso, no obstante, es obvio que ambas funciones son diferentes.
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3.2 Crecimiento en media
Una propiedad que tambie´n parece deseable en los sistemas electorales es que al aumentar el
nu´mero de representantes a elegir la expectativa electoral media no disminuya.
Definicio´n 3.57 Diremos que el sistema electoral R es creciente en media si, y so´lo si, para
cada k, l ∈ N la condicio´n
k ≤ l
implica
Eu(x, k) ≤ Eu(x, l)
para cada u ∈ Up y cada x ∈ [0, 1]p.
Proposicio´n 3.58 El crecimiento parcial implica el crecimiento en media.
Demostracio´n. Si k, l ∈ N son tales que
k ≤ l
entonces, por ser R parcialmente creciente,
Eu(x, k) = µ(Eu,kx (w)) ≤ µ(Eu,lx (w)) = Eu(x, l)
para cada u ∈ Up y cada x ∈ [0, 1]p.
Proposicio´n 3.59 El crecimiento implica el crecimiento en media.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 2.141 y 3.58
Proposicio´n 3.60 (a) Los sistemas ordinales son crecientes en media.
(b) Los sistemas de divisores son crecientes en media.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 2.142 y 3.58.
Proposicio´n 3.61 La extensio´n media de un sistema electoral creciente en media es creciente
en media.
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Demostracio´n. Dados k, l ∈ N tales que
k ≤ l ,
por 3.21 y ser R creciente en media,
Eˆu(x, k) = Eu+ (xˆ∗, k) ≤ Eu+ (xˆ∗, l) = Eˆu(x, l)
para cada u ∈ Uzp y cada x ∈ [0, 1]p.
Corolario 3.62 Los sistemas electorales medios de sistemas electorales simples crecientes en
media son crecientes en media.
Proposicio´n 3.63 (a) Los sistemas ordinales medios son crecientes en media.
(b) Los sistemas de divisores medios son crecientes en media.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 3.60 y 3.62.
Proposicio´n 3.64 La suma de sistemas electorales crecientes en media respecto de uno simple
creciente es creciente en media.
Demostracio´n. Dados k, l ∈ N tales que
k ≤ l ,
por ser R0 creciente, Rj creciente en media para cada j ∈ Z y 3.38,
(E+)u(x, k) =
z∑
j=1
(Ej)u
∗
j
(
xj, R
0
j (u
+, k)
) ≤ z∑
j=1
(Ej)u
∗
j
(
xj, R
0
j (u
+, l)
)
= (E+)u(x, l)
para cada u ∈ Up1+...+pz y cada x ∈ [0, 1]p1+...+pz .
Corolario 3.65 Los sistemas electorales suma respecto de uno simple creciente son crecientes
en media.
Proposicio´n 3.66 (a) Los sistemas ordinales suma respecto de uno simple creciente son cre-
cientes en media.
(b) Los sistemas de divisores suma respecto de uno simple creciente son crecientes en media.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 3.60 y 3.65.
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3.3 Estabilidad en media
Como en el caso de la estabilidad parcial, se generaliza en esta seccio´n a sistemas electorales la
nocio´n de estabilidad en media y, en particular, las de mayor´ıa, proporcionalidad e igualdad en
media. Seguidamente se estudia su relacio´n con la extensio´n media, la suma y la induccio´n, y
se deducen en particular los resultados correspondientes a los ejemplos de sistemas electorales
medios y suma considerados.
Definicio´n 3.67 Diremos que el sistema electoral R es estable en media si, y so´lo si, para
cada u ∈ Up y cada x ∈ [0, 1]p existe
l´ım
k→∞
eu(x, k) .
Y, en tal caso, a dicho l´ımite lo denominaremos ı´ndice de estabilidad en media de x y lo
denotaremos
e¯u(x) .
En particular, si R es estable en media queda definida la aplicacio´n
e¯u : [0, 1]p −→ R .
Proposicio´n 3.68 Si R es estable en media, entonces
0 ≤ e¯u(x) ≤ 1
para cada u ∈ Up y cada x ∈ [0, 1]p.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de la definicio´n anterior y de 3.5.
Proposicio´n 3.69 Si R es un sistema electoral estable en media, entonces
e¯u(0, . . . , 0) = 0 y e¯u(1, . . . , 1) = 1
para cada u ∈ Up.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 3.6.
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Proposicio´n 3.70 La estabilidad parcial implica la estabilidad en media y el ı´ndice de esta-
bilidad en media es
e¯u(x) = µ(e¯ux)
para cada u ∈ Up y cada x ∈ [0, 1]p.
Demostracio´n. Ya que, por ser R parcialmente estable,
e¯u(x) = l´ım
k→∞
eu(x, k) = l´ım
k→∞
µ(eux) = µ
(
l´ım
k→∞
eu(x, k)
)
= µ(e¯ux)
para cada u ∈ Up y cada x ∈ [0, 1]p.
Proposicio´n 3.71 La estabilidad implica la estabilidad en media.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 2.158 y 3.70.
Proposicio´n 3.72 Los sistemas ordinales asinto´ticos son estables en media y el ı´ndice de
estabilidad en media es
e¯(x) =
s∑
i=1
c¯i · V ({w ∈ Wn−1(x) : x es el i–e´simo voto mayor del vector (x/w)})√
n− 1
(n− 2)! (1− x)
n−2
.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 2.161 y 3.70.
Proposicio´n 3.73 Los sistemas de cuotas son estables en media y el ı´ndice de estabilidad en
media es
e¯(x) = x .
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 2.162 y 3.70.
Proposicio´n 3.74 Los sistemas de divisores t–asinto´ticos son estables en media y el ı´ndice de
estabilidad en media es
e¯(x) =
∫
Wn−1(x)
x
1/t
x
1/t + w
1/t
1 + . . .+ w
1/t
n−1
dV
√
n− 1
(n− 2)! (1− x)
n−2
.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 2.163 y 3.70.
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Ejemplo 3.75 Consideremos el sistema electoral simple de los divisores
gd =
√
d
para n = 3 candidaturas.
Entonces, para cada x ∈ [0, 1)
e¯(x) =
∫
W2(x)
x2
y2 + z2 + x2
dV
√
2 (1− x) =
√
2
∫ 1−x
0
x2
y2 + (1− x− y)2 + x2 dy√
2 (1− x) =
x2
1− x
∫ 1−x
0
1
2y2 + 2(x− 1)y + (2x2 − 2x+ 1) dy .
Por otra parte, las ra´ıces del polinomio en y del denominador son
−(x− 1)±√x2 − 2x+ 1− 16x2 + 16x− 8
4
=
1− x±√−15x2 + 14x− 7
4
.
Entonces, dado que el valor ma´ximo del discriminante anterior se alcanza cuando su derivada
−30x+ 14 se anula, es decir, para x = 7
15
y es, pues,
−15 · 49
225
+ 14 · 7
15
− 7 = −84
15
se tiene que las ra´ıces del polinomio anterior son complejas con lo que, escribiendo dicho
denominador en la forma
(√
2y +
1√
2
(x− 1)
)2
+
3x2 − 2x+ 1
2
=

√
2y +
1√
2
(x− 1)√
3x2 − 2x+ 1
2

2
+ 1 =
(
2y + x− 1√
3x2 − 2x+ 1
)2
+ 1
y teniendo en cuenta la u´ltima expresio´n de e¯(x), se deduce que
e¯(x) =
x2
1− x
[√
3x2 − 2x+ 1 arctan 2y + x− 1√
3x2 − 2x+ 1
]1−x
0
=
x2
(1− x)√3x2 − 2x+ 1
(
arctan
1− x√
3x2 − 2x+ 1 − arctan
x− 1√
3x2 − 2x+ 1
)
pa`ra cada x ∈ [0, 1) y, en definitiva,
e¯(x) =

2x2
(1− x)√3x2 − 2x+ 1 arctan
1− x√
3x2 − 2x+ 1 , si x < 1 ,
1 , si x = 1 .
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Proposicio´n 3.76 La extensio´n media de un sistema electoral estable en media es estable en
media y el ı´ndice de estabilidad en media es
¯ˆeu(x) = e¯u+(xˆ∗)
para cada u ∈ Uzp y cada x ∈ [0, 1]zp.
Demostracio´n. Ya que, por 3.23 y ser R estable en media,
¯ˆeu(x) = l´ım
k→∞
eˆu(x, k) = l´ım
k→∞
eu+ (xˆ∗, k) = e¯u+(xˆ∗)
para cada u ∈ Uzp y cada x ∈ [0, 1]zp.
Corolario 3.77 Los sistemas electorales medios de sistemas electorales simples estables en
media son estables en media y el ı´ndice de estabilidad en media es
¯ˆeu(x) = e¯(xˆ)
para cada u ∈ Up y cada x ∈ [0, 1]p.
Proposicio´n 3.78 Los sistemas ordinales medios asinto´ticos son estables en media y el ı´ndice
de estabilidad en media es
¯ˆeu(x) =
s∑
i=1
c¯i · V ({wˆ ∈ Wn−1(xˆ) : xˆ es el i–e´simo voto mayor del vector (xˆ/wˆ)})√
n− 1
(n− 2)! (1− xˆ)
n−2
.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 3.72 y 3.77.
Proposicio´n 3.79 Los sistemas de cuotas medios son estables en media y el ı´ndice de estabi-
lidad en media es
¯ˆeu(x) = xˆ .
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 3.73 y 3.77.
Proposicio´n 3.80 Los sistemas de divisores t–asinto´ticos medios son estables en media y el
ı´ndice de estabilidad en media es
¯ˆeu(x) =
∫
Wn−1(xˆ)
xˆ
1/t
xˆ
1/t + wˆ
1/t
1 + . . .+ wˆ
1/t
n−1
dV
√
n− 1
(n− 2)! (1− xˆ)
n−2
.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 3.74 y 3.77.
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Proposicio´n 3.81 La suma de sistemas electorales estables en media respecto de uno simple
estable es estable en media y el ı´ndice de estabilidad en media es
(e¯+)u(x) = r¯01(u
+) · (e¯1)u∗1(x1) + . . .+ r¯0z(u+) · (e¯z)u
∗
z(xz)
para cada u ∈ Up1+...+pz y cada x ∈ [0, 1]p1+...+pz .
Demostracio´n. Ya que, por 3.38 y ser R0 estable y Rj estable en media para cada j ∈ Z,
(e¯+)u(x) = l´ım
k→∞
(e+)u(x, k) =
l´ım
k→∞
(
r01
(
u+, k
) · (e1)u∗1 (x1, R01(u+, k))+ . . .+ r0z (u+, k) · (ez)u∗z (xz, R0z(u+, k))) =
l´ım
k→∞
r01
(
u+, k
) · l´ım
k→∞
(e1)u
∗
1
(
x1, R
0
1(u
+, k)
)
+ . . .+ l´ım
k→∞
r0z
(
u+, k
) · l´ım
k→∞
(ez)u
∗
z
(
xz, R
0
z(u
+, k)
)
=
r¯01(u
+) · (e¯1)u∗1(x1) + . . .+ r¯0z(u+) · (e¯z)u
∗
z(xz)
para cada u ∈ Up1+...+pz y cada x ∈ [0, 1]p1+...+pz .
Observacio´n 3.82 La fo´rmula anterior puede escribirse matricialmente en la forma
(e¯+)u(x) =
(
(e¯1)u
∗
1(x1) . . . (e¯
z)u
∗
z(xz)
)
r¯01(u
+)
...
r¯0z(u
+)

para cada u ∈ Up1+...+pz y cada x ∈ [0, 1]p1+...+pz .
Corolario 3.83 Los sistemas electorales suma de sistemas simples estables en media respecto
de uno simple estable son estables en media y el ı´ndice de estabilidad en media es
(e¯+)u(x) = r¯01(u) · e¯1(x1) + . . .+ r¯0p(u) · e¯p(xp)
para cada u ∈ Up y cada x ∈ [0, 1]p.
Observacio´n 3.84 La fo´rmula anterior puede escribirse matricialmente en la forma
(e¯+)u(x) =
(
e¯1(x1) . . . e¯
p(xp)
)
r¯01(u)
...
r¯0p(u)

para cada u ∈ Up y cada x ∈ [0, 1]p.
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Proposicio´n 3.85 Los sistemas ordinales suma asinto´ticos respecto de uno simple estable son
estables en media y el ı´ndice de estabilidad en media es
(e¯+)u(x) =
∑
xj=1
r¯0j (u)+
∑
xj<1
r¯0j (u)·
s∑
i=1
c¯i·V ({wj ∈ Wn−1(xj) : xj es el i–e´simo voto de (xj/w
j)})√
n− 1
(n− 2)! (1− xj)
n−2
.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 3.72 y 3.83.
Proposicio´n 3.86 Los sistemas de cuotas suma respecto de uno simple estable son estables
en media y el ı´ndice de estabilidad en media es
(e¯+)u(x) =
p∑
j=1
r¯0j (u)xj .
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 3.73 y 3.83.
Proposicio´n 3.87 Los sistemas de divisores suma t–asinto´ticos respecto de uno simple estable
son estables en media y el ı´ndice de estabilidad en media es
(e¯+)u(x) =
∑
xj=1
r¯0j (u) +
∑
xj<1
r¯0j (u) ·
∫
Wn−1(xj)
xj
1/t
xj
1/t+wj1
1/t
+...+wjn−1
1/t
dV
√
n− 1
(n− 2)! (1− xj)
n−2
.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 3.74 y 3.83.
Ejemplo 3.88 Si consideramos el sistema de divisores suma gd =
√
d respecto del sistema de
los mayores restos con n = 3 candidaturas y p = 2 circunscripciones, teniendo en cuenta el
ejemplo 3.75 y que el sistema de los mayores restos es proporcional, obtenemos que
(e¯+)u(x) =

u · 2x
2
(1− x)√3x2 − 2x+ 1 arctan
1− x√
3x2 − 2x+ 1+
(1− u) · 2y
2
(1− y)√3y2 − 2y + 1 · arctan 1− y√3y2 − 2y + 1 , si x < 1 e y < 1 ,
u · 2x
2
(1− x)√3x2 − 2x+ 1 arctan
1− x√
3x2 − 2x+ 1 + (1− u) , si x < 1 e y = 1 ,
u+ (1− u) · 2y
2
(1− y)√3y2 − 2y + 1 · arctan 1− y√3y2 − 2y + 1 , si x = 1 e y < 1 ,
1 , si x = y = 1 .
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3.3.1 Mayor´ıa, proporcionalidad e igualdad en media
Definicio´n 3.89 Diremos que un sistema electoral R es mayoritario en media si y, so´lo si,
para cada u ∈ Up y cada x ∈ [0, 1]p
e¯u(x) =
V ({w ∈ Wn−1(xˆ) : xˆ > wˆi para cada i = 1, . . . , n− 1})√
n− 1
(n− 2)! (1− xˆ)
n−2
.
Observacio´n 3.90 Es interesante observar que el valor del caso de mayor´ıa en media definido
anteriormente es la expectativa media del sistema mayoritario puro medio vista en 3.28 que,
como se observo´ en 3.29, no depend´ıa de k.
Definicio´n 3.91 Diremos que un sistema electoral R es proporcional en media si y, so´lo
si, para cada u ∈ Up y cada x ∈ [0, 1]p
e¯u(x) = xˆ .
Definicio´n 3.92 Diremos que un sistema electoral R es igualitario en media si y, so´lo si,
para cada u ∈ Up y cada x ∈ [0, 1]p
e¯u(x) =
1
n
.
Proposicio´n 3.93 (a) La mayor´ıa parcial implica la mayor´ıa en media.
(b) La proporcionalidad parcial implica la proporcionalidad en media.
(c) La igualdad parcial implica la igualdad en media.
Demostracio´n. (a) Puesto que, por 3.70 y ser R mayoritario,
e¯u(x) = µ(e¯ux) =
V ({Wn−1(xˆ) : xˆ > wˆi para cada i = 1, . . . , n− 1})√
n− 1
(n− 2)! (1− xˆ)
n−2
para cada u ∈ Up y cada x ∈ [0, 1]p.
(b) Dado que, por 3.70 y ser R proporcional,
e¯u(x) = µ(e¯ux) = µ(xˆ) = xˆ
para cada u ∈ Up y cada x ∈ [0, 1]p.
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(c) Ya que, por 3.70 y ser R igualitario,
e¯u(x) = µ(e¯ux) = µ
(
1
n
)
=
1
n
para cada u ∈ Up y cada x ∈ [0, 1]p.
Proposicio´n 3.94 (a) La mayor´ıa implica la mayor´ıa en media.
(b) La proporcionalidad implica la proporcionalidad en media.
(c) La igualdad implica la igualdad en media.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 2.183 y 3.93.
Proposicio´n 3.95 (a) Los sistemas ordinales asinto´ticos de ma´xima dispersio´n y mı´nima
dispersio´n son mayoritarios en media e igualitarios en media, respectivamente.
(b) Los sistemas de cuotas son proporcionales en media.
(c) Los sistemas de divisores 0–asinto´ticos, 1–asinto´ticos y +∞–asinto´ticos son mayoritarios
en media, proporcionales en media e igualitarios en media, respectivamente.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.303 y 3.94.
Corolario 3.96 (a) Los sistemas mayoritario e igualitario puros son mayoritario en media e
igualitario en media, respectivamente.
(b) El sistema de los mayores restos es proporcional en media.
(c) Los sistemas de divisores lineales –y, en particular, el de Hondt– son proporcionales en
media.
Proposicio´n 3.97 (a) La extensio´n media de un sistema electoral mayoritario en media es
mayoritaria en media.
(b) La extensio´n media de un sistema electoral proporcional en media es proporcional en media.
(c) La extensio´n media de un sistema electoral igualitario en media es igualitaria en media.
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Demostracio´n. (a) Puesto que, por 1.72 y 3.76 y ser R mayoritario en media,
¯ˆeu(x) = e¯u+(xˆ∗) =
V ({u+ · wˆ∗ ∈ Wn−1(u+ · xˆ∗) : u+ · xˆ∗ > u+ · wˆ∗i para cada i = 1, . . . , n− 1})√
n− 1
(n− 2)! (1− u+ · xˆ
∗)n−2
=
V ({wˆ ∈ Wn−1(xˆ) : xˆ > wˆi para cada i = 1, . . . , n− 1})√
n− 1
(n− 2)! (1− xˆ)
n−2
para cada u ∈ Uzp y cada x ∈ [0, 1]zp.
(b) Dado que, por 1.72 y 3.76 y ser R proporcional en media,
¯ˆeu(x) = e¯u+(xˆ∗) = u+ · xˆ∗ = xˆ
para cada u ∈ Uzp y cada x ∈ [0, 1]zp.
(c) Ya que, por 3.76 y ser R igualitario en media,
¯ˆeu(x) = e¯u+(xˆ∗) =
1
n
para cada u ∈ Uzp y cada x ∈ [0, 1]zp.
Corolario 3.98 (a) Los sistemas electorales medios de sistemas electorales simples mayorita-
rios en media son mayoritarios en media.
(b) Los sistemas electorales medios de sistemas electorales simples proporcionales en media son
proporcionales en media.
(c) Los sistemas electorales medios de sistemas electorales simples igualitarios en media son
igualitarios en media.
Proposicio´n 3.99 (a) Los sistemas ordinales medios asinto´ticos de ma´xima dispersio´n y mı´ni-
ma dispersio´n son mayoritarios en media e igualitarios en media, respectivamente.
(b) Los sistemas de cuotas medios son proporcionales en media.
(c) Los sistemas de divisores medios 0–asinto´ticos, 1–asinto´ticos y +∞–asinto´ticos son mayo-
ritarios en media, proporcionales en media e igualitarios en media, respectivamente.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 3.95 y 3.98.
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Corolario 3.100 (a) Los sistemas mayoritario e igualitario puros medios son mayoritario en
media e igualitario en media, respectivamente.
(b) El sistema de los mayores restos medio es proporcional en media.
(c) Los sistemas de divisores lineales medios –y, en particular, el de Hondt medio– son propor-
cionales en media.
Proposicio´n 3.101 (a) La suma de sistemas electorales proporcionales en media respecto de
uno simple proporcional es proporcional en media.
(b) La suma de sistemas electorales igualitarios en media respecto de uno simple estable es
igualitaria en media.
Demostracio´n. (a) Dado que, por 1.120 y 3.81 y ser R0 proporcional y Rj proporcional en
media para cada j ∈ Z,
(e¯+)u(x) =
(
(e¯1)u
∗
1(x1) . . . (e¯
z)u
∗
z(xz)
)
r¯01(u
+)
...
r¯0z(u
+)
 = ( u∗1 · x1 . . . u∗z · xz )

u+1
...
u+z
 = xˆ
para cada u ∈ Up1+...+pz y cada x ∈ [0, 1]p1+...+pz .
(b) Puesto que, por 3.81 y ser R0 estable y Rj igualitario en media para cada j ∈ Z,
(e¯+)u(x) =
(
(e¯1)u
∗
1(x1) . . . (e¯
z)u
∗
z(xz)
)
r¯01(u
+)
...
r¯0z(u
+)
 = ( 1n . . . 1n
)
r¯01(u
+)
...
r¯0z(u
+)
 = 1n
para cada u ∈ Up1+...+pz y cada x ∈ [0, 1]p1+...+pz .
Corolario 3.102 (a) Los sistemas electorales suma de sistemas simples proporcionales en
media respecto de uno simple proporcional son proporcionales en media.
(b) Los sistemas electorales suma de sistemas simples igualitarios en media respecto de uno
simple estable son igualitarios en media.
Proposicio´n 3.103 (a) Los sistemas ordinales suma asinto´ticos de mı´nima dispersio´n respecto
de uno simple estable son igualitarios en media.
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(b) Los sistemas de cuotas suma respecto de uno simple proporcional son proporcionales en
media.
(c) Los sistemas de divisores suma 1–asinto´ticos y +∞–asinto´ticos respecto de uno simple
proporcional y uno simple estable son proporcionales en media e igualitarios en media, respec-
tivamente.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 3.95 y 3.102.
Corolario 3.104 (a) El sistema igualitario puro suma respecto de uno simple estable es igua-
litario en media.
(b) El sistema de los mayores restos suma respecto de uno simple proporcional es proporcional
en media.
(c) Los sistemas de divisores lineales suma –y, en particular, el de Hondt suma– respecto de
uno simple proporcional son proporcionales en media.
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4
Complementos
de juegos de mayor´ıa ponderada
A fin de poder relacionar los sistemas electorales con la Teor´ıa de Juegos, dedicaremos este
cap´ıtulo a analizar algunas cuestiones previas de juegos de mayor´ıa ponderada que se utilizara´n
en el cap´ıtulo siguiente.
As´ı, comenzamos introduciendo algunas formas alternativas de referirse a los juegos de mayor´ıa
ponderada, concretamente su definicio´n a partir de la consideracio´n de cuotas y pesos normali-
zados y su definicio´n a partir de cuotas estrictas. A continuacio´n, y a partir de la representacio´n
anterior de los juegos de mayor´ıa ponderada mediante cuotas estrictas, introducimos la idea
de suma de juegos de mayor´ıa ponderada. Finalmente, terminamos el cap´ıtulo con el ana´lisis
de la convergencia de juegos de mayor´ıa ponderada como caso particular de la convergencia de
juegos cooperativos en general.
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4.1 Representaciones de juegos de mayor´ıa ponderada
En el contexto de los sistemas electorales se trabaja con votos entre 0 y 1 cuya suma es 1. Es
por ello que a la hora de interpretar dichos votos como los de un juego de mayor´ıa ponderada
trabajaremos con juegos como los anteriores cuya cuota y votos este´n tambie´n entre 0 y 1.
Adema´s, en muchas situaciones se requiere superar y no so´lo igualar una cierta cuota –pie´nsese,
por ejemplo, en la mayor´ıa relativa simple–, lo que conduce tambie´n a analizar esta cuestio´n
en la presente seccio´n.
Definicio´n 4.1 Denominamos juego de mayor´ıa ponderada normalizado a todo juego
de mayor´ıa ponderada
[q; w1, . . . , wn]
tal que
0 ≤ w1, . . . , wn ≤ 1 con w1 + . . .+ wn = 1
y
0 < q ≤ 1 .
Proposicio´n 4.2 Todo juego de mayor´ıa ponderada
[q; w1, . . . , wn]
con
w1, . . . , wn ≥ 0 y 0 < q ≤ T =
∑
i∈N
wi ,
es equivalente al juego de mayor´ıa ponderada normalizado[ q
T
;
w1
T
, . . . ,
wn
T
]
.
Demostracio´n. So´lo hay que tener en cuenta que la proporcionalidad de cuotas y votos no
modifica las coaliciones ganadoras de su juego simple asociado.
Ejemplo 4.3 El juego de mayor´ıa ponderada
[51; 40, 30, 20, 10]
se representa en forma normalizada
[0.51; 0.4, 0.3, 0.2, 0.1] .
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Proposicio´n 4.4 Dado un juego simple v definido en N , son equivalentes:
(i) existe q ∈ (0, T ] tal que S es una coalicio´n ganadora de v si, y so´lo si,∑
i∈S
wi ≥ q ;
(ii) existe q′ ∈ [0, T ) tal que S es una coalicio´n ganadora de v si, y so´lo si,∑
i∈S
wi > q
′ .
Demostracio´n. Para probar que la primera implica la segunda consideremos la cuota
q′ = ma´x
{∑
i∈S
wi : S /∈ W
}
.
Entonces, si S era una coalicio´n ganadora, se tendra´ que∑
i∈S
wi > q
′ ;
y si era perdedora, que ∑
i∈S
wi ≤ q′ .
Rec´ıprocamente, sea ahora
q = mı´n
{∑
i∈S
wi : S ∈ W
}
.
Entonces se tiene que ∑
i∈S
wi ≥ q
si S era una coalicio´n ganadora y ∑
i∈S
wi ≤ q
si era perdedora.
Ejemplo 4.5 El juego de mayor´ıa ponderada normalizado anterior
[0.51; 0.4, 0.3, 0.2, 0.1]
puede describirse tambie´n con la cuota estricta
q′ = 0.5
entendiendo que, en tal caso, se trata de superar y no so´lo igualar la cuota.
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Ya que la primera condicio´n anterior es la definicio´n de juego de mayor´ıa ponderada normali-
zado, podemos usar igualmente la segunda. En tal caso, hablaremos de juegos de mayor´ıa
ponderada con cuota estricta o juegos de mayor´ıa ponderada estrictos y escribiremos
(q; w1, . . . , wn) .
Proposicio´n 4.6 (a) El dual del juego de mayor´ıa ponderada
[q; w1, . . . , wn]
es el juego de mayor´ıa ponderada estricto
(T − q; w1, . . . , wn) .
(b) El dual del juego de mayor´ıa ponderada estricto
(q; w1, . . . , wn)
es el juego de mayor´ıa ponderada
[T − q; w1, . . . , wn] .
Demostracio´n. (a) Ya que las coaliciones cuyo complementario no son ganadoras del original
T −
∑
i∈S
wi < q
son las coaliciones ganadoras del juego dual∑
i∈S
wi > T − q .
(b) Ana´logamente al apartado anterior, pero con desigualdades en sentido amplio.
Ejemplo 4.7 El dual del juego de mayor´ıa ponderada normalizado estricto
(0.5; 0.4, 0.3, 0.2, 0.1)
es el juego de mayor´ıa ponderada normalizado
[0.5; 0.4, 0.3, 0.2, 0.1] .
Observacio´n 4.8 Las propiedades que siguen esta´n formuladas para juegos de mayor´ıa pon-
derada estrictos, pero son igualmente va´lidas para juegos de mayor´ıa ponderada usuales. En
todas ellas, notaremos los ı´ndices de poder de Shapley–Shubik del jugador i ∈ N por
φi[(q; w1, . . . , wn)] .
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Teorema 4.9 Si (q; w1, . . . , wn) es un juego de mayor´ıa ponderada estricto y
φji =

1 , si wj > q e i = j ,
0 , si wj > q e i 6= j ,
0 , si wj ≤ q e i = j ,
φi[(q − wj; w1, . . . , wj−1, wj+1, . . . , wn)] , si wj ≤ q e i 6= j ,
para cada i, j = 1, . . . , n entonces, para cada i = 1, . . . , n,
φi[(q; w1, . . . , wn)] =
φ1i + . . .+ φ
n
i
n
.
Demostracio´n. Si p y pj son el nu´mero de permutaciones en las que i es pivote y el nu´mero
de e´stas que comienzan por j respectivamente, entonces p = p1 + . . .+ pn y
φi[(q; w1, . . . , wn)] =
p
n!
=
p1 + . . .+ pn
n!
=
p1
(n− 1)! + . . .+
pn
(n− 1)!
n
para cada i = 1, . . . , n. Por tanto, todo se reduce a probar que para cada i, j = 1, . . . , n es
pj
(n− 1)! = φ
j
i .
Primer caso: wj > q. Entonces, el pivote de todas las permutaciones que empiezan por j es j:
pj
(n− 1)! =

(n− 1)!
(n− 1)! = 1 , si i = j ,
0
(n− 1)! = 0 , si i 6= j .
Segundo caso: wj ≤ q. En primer lugar, si i = j es wi ≤ q e i no puede ser pivote de ninguna
permutacio´n que empiece por j. Y si i 6= j, si νj es la permutacio´n obtenida de una permutacio´n
dada ν de {1, . . . , n} prescindiendo de j y manteniendo el orden del resto de elementos de ν y
P es el conjunto de predecesores de i en ν tenemos que i es pivote de ν si, y so´lo si,∑
k∈P
wk ≤ q y wi +
∑
k∈P
wk > q ,
o sea, ∑
k∈P−{j}
wk − wj ≤ q − wj y wi +
∑
k∈P−{j}
wk − wj > q − wj ,
lo que significa que i es pivote de νj. Por tanto,
pj
(n− 1)! =

0
(n− 1)! = 0 , si i = j ,
φi[(q − wj; w1, . . . , wj−1, wj+1, . . . , wn)] , si i 6= j ,
efectivamente.
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Observacio´n 4.10 La propiedad anterior proporciona una forma recursiva de calcular los
ı´ndices de poder de los juegos de mayor´ıa ponderada. Podemos facilitar dicho ca´lculo mediante
la adopcio´n de algunos convenios adecuados.
Primeramente, escribimos los n juegos de mayor´ıa ponderada de n − 1 jugadores obtenidos
suprimiendo sucesivamente cada uno de los jugadores formalmente:
(q − w1; w2, . . . , wn), . . . , (q − wn; w1, . . . , wn−1) .
Entonces, en primer lugar, para los ı´ndices j = 1, . . . , n tales que q−wj < 0 –es decir, cuando
wj > q– convenimos que el ı´ndice de poder del jugador j es 1 y el del resto 0 –como en los dos
primeros casos de la definicio´n de φji–.
Y en segundo lugar, para los ı´ndices j = 1, . . . , n tales que q−wj ≥ 0 –es decir, cuando wj ≤ q–
convenimos que el ı´ndice de poder del jugador j es 0 y el del resto el ı´ndice de poder
φi[(q − wj; w1, . . . , wj−1, wj+1, . . . , wn)]
que le corresponde como juego de mayor´ıa ponderada aute´ntico –como en los dos u´ltimos casos
de la definicio´n de φji–.
Ejemplo 4.11 Dado el juego de mayor´ıa ponderada normalizado estricto de 4 jugadores
(0.5; 0.4, 0.3, 0.2, 0.1) ,
consideramos los 4 juegos de mayor´ıa ponderada normalizados estrictos de 3 jugadores
(0.1; 0.3, 0.2, 0.1) , (0.2; 0.4, 0.2, 0.1) , (0.3; 0.4, 0.3, 0.1) y (0.4; 0.4, 0.3, 0.2) .
Como en este caso no hay cuotas negativas, para calcular el ı´ndice de poder del primer jugador
tendremos en cuenta que en el primero de los juegos anteriores –que es el que se obtiene
prescindiendo del primer jugador– el ı´ndice de poder sera´ 0 y en el resto el que realmente le
corresponde como juego de mayor´ıa ponderada:
φ1(0.5; 0.4, 0.3, 0.2, 0.1) =
φ1(0.1; 0.3, 0.2, 0.1) + φ1(0.2; 0.4, 0.2, 0.1) + φ1(0.3; 0.4, 0.3, 0.1) + φ1(0.4; 0.4, 0.3, 0.2)
4
=
0 + 2
3
+ 2
3
+ 1
3
4
=
5
12
.
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Teorema 4.12 Si (q; w1, . . . , wn) es un juego de mayor´ıa ponderada estricto entonces, para
cada i = 1, . . . , n, ∫ T
0
φi[(q; w1, . . . , wn)] dq = wi .
Demostracio´n. En primer lugar, para cada i ∈ N consideremos el caso en que (q; w1, . . . , wn)
es el juego de unanimidad uni de i. Entonces∫ T
0
φi[(q; w1, . . . , wn)] dq =
∫ T−wi
0
0 dq +
∫ T
T−wi
1 dq = 0 + T − (T − wi) = wi .
Y en el caso general, procederemos por induccio´n sobre n. As´ı, si n = 1 como el juego es
entonces el de unanimidad, por el caso anterior se tiene que∫ T
0
φi[(q; w1)] dq = w1 .
Supongamos ahora que la afirmacio´n es cierta para los juegos de mayor´ıa ponderada estrictos
de n− 1 jugadores. Entonces, por el caso anterior y por 4.9, se deduce que∫ T
0
φi[(q; w1, . . . , wn)] dq =
1
n
[∫ T
0
φ1i dq + . . .+
∫ T
0
φni dq
]
=
1
n
(wi + . . .+ wi) = wi
para cada i ∈ N .
Proposicio´n 4.13 Si (q; w1, . . . , wn) es un juego de mayor´ıa ponderada estricto entonces, para
cada i ∈ N ,
wi = 0
si, y so´lo si, i es jugador nulo para cada q ∈ [0, T )
φi(q; w1, . . . , wn) = 0 .
Demostracio´n. La afirmacio´n en sentido directo es obvia.
Y para el rec´ıproco, so´lo hay que tener en cuenta que∫ T
0
φi[(q; w1, . . . , wn)] dq = wi = 0
por 4.12.
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Proposicio´n 4.14 Sea (q; w1, . . . , wn) un juego de mayor´ıa ponderada estricto.
(a) Para cada h, i = 1, . . . , n
wh ≤ wi
si, y so´lo si, para cada q ∈ [0, T )
φh(q; w1, . . . , wn) ≤ φi(q; w1, . . . , wn) .
(b) Para cada h, i = 1, . . . , n
wh < wi
si, y so´lo si, para cada q ∈ [0, T )
φh(q; w1, . . . , wn) ≤ φi(q; w1, . . . , wn)
y existe q0 ∈ [0, T ) tal que
φh(q0; w1, . . . , wn) < φi(q0; w1, . . . , wn) .
Demostracio´n. (a) La afirmacio´n en sentido directo es conocida.
Y para el rec´ıproco so´lo hay que tener en cuenta que para cada h, i = 1, . . . , n
wh =
∫ T
0
φh[(q; w1, . . . , wn)] dq ≤
∫ T
0
φi[(q; w1, . . . , wn)] dq = wi
por 4.12.
(b) La afirmacio´n en sentido directo es conocida.
Y para el rec´ıproco so´lo hay que tener en cuenta que para cada h, i = 1, . . . , n
wh =
∫ T
0
φh[(q; w1, . . . , wn)] dq ≤
∫ T
0
φi[(q; w1, . . . , wn)] dq = wi
por 4.12; y que si no existiese q ∈ [0, T ) tal que
φh(q; w1, . . . , wn) < φi(q; w1, . . . , wn)
significar´ıa que para cada q ∈ [0, T ) es
φh(q; w1, . . . , wn) ≥ φi(q; w1, . . . , wn)
y en consecuencia, por el apartado anterior, se deducir´ıa que
wh ≥ wi ,
en contra de la hipo´tesis inicial.
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Teorema 4.15 Sean vq = (q; w1, . . . , wn) y v
′
q = (q; w
′
1, . . . , w
′
n) dos juegos de mayor´ıa pon-
derada estrictos.
(a) Para cada i = 1, . . . , n, si
w′i ≥ wi y w′j ≤ wj para cada j 6= i
entonces
φi[vq] ≥ φi[v′q]
para cada q ∈ [0, T ).
(b) Para cada i = 1, . . . , n, si
φi[vq] ≥ φi[v′q]
casi por todo q ∈ [0, T ) entonces
wi ≥ w′i .
Demostracio´n. (a) Sera´ suficiente con ver que, dada una permutacio´n cualquiera ν de N ,
si el jugador i es pivote en el primer juego entonces lo es tambie´n en el segundo.
As´ı, si P es su conjunto de predecesores respecto de la permutacio´n ν en el primer juego
entonces, para cada i = 1, . . . , n∑
j∈P
wj ≤ q y wi +
∑
j∈P
wj > q .
Por ser ∑
j∈P
wj −
∑
j∈P
w′j =
∑
j∈P
(wj − w′j) ≤
∑
j 6=i
(wj − w′j) =
∑
j 6=i
wj −
∑
j 6=i
w′j = w
′
i − wi
resulta ∑
j∈P
w′j ≤
∑
j∈P
wj ≤ q y w′i +
∑
j∈P
w′j ≥ wi +
∑
j∈P
wj > q
y por tanto, el jugador i es tambie´n pivote en el segundo juego.
(b) Puesto que, por 4.12,
wi =
∫ T
0
φi[vq] dq ≥
∫ T
0
φi[v
′
q] dq = w
′
i
para cada i = 1, . . . , n.
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4.2 Suma de juegos de mayor´ıa ponderada
Para abordar adecuadamente la relacio´n entre los diferentes conceptos de sistemas electorales y
de juegos de mayor´ıa ponderada relacionados con la suma de sistemas electorales, introducimos
una operacio´n entre juegos de mayor´ıa ponderada que denominamos suma.
Una de las razones que justifican el uso de cuotas estrictas es que, por ejemplo, la mayor´ıa
simple se describe ma´s fa´cilmente puesto que entonces la cuota estricta es sencillamente la
mitad de los pesos y se trata, por tanto, de superar dicha cuota y no so´lo de igualarla.
Definicio´n 4.16 Se denomina suma de los p juegos de mayor´ıa ponderada estricto
(q1; w
1
1, . . . , w
1
n), . . . , (qp; w
p
1, . . . , w
p
n)
al tambie´n juego de mayor´ıa ponderada estricto
(q1; w
1
1, . . . , w
1
n) + . . .+ (qp; w
p
1, . . . , w
p
n) = (q1 + . . .+ qp; w
1
1 + . . .+ w
p
1, . . . , w
1
n + . . .+ w
p
n) .
Observacio´n 4.17 La definicio´n anterior no es consistente respecto a la proporcionalidad arbi-
traria de cada uno de los juegos pero s´ı lo es respecto a la misma constante de proporcionalidad
para todos ellos.
Ejemplo 4.18 Dados los juegos de mayor´ıa ponderada
[31; 24, 18, 12, 6] y [21; 8, 12, 16, 4]
sumando te´rmino a te´rmino se obtendr´ıa
[52; 32, 30, 28, 10]
cuando en realidad la cuota deber´ıa ser 51. En cambio, si escribimos los juegos de mayor´ıa
ponderada utilizando cuotas estrictas tenemos
(30; 24, 18, 12, 6) + (20; 8, 12, 16, 4) = (50; 32, 30, 28, 10) ,
que s´ı se corresponde con el hecho de que la mayor´ıa simple se obtiene superando la cuota 50.
Y esto es igualmente va´lido si consideramos, por ejemplo, ambos juegos de mayor´ıa ponderada
multiplicados por 2:
(60; 48, 36, 24, 12) + (40; 16, 24, 32, 8) = (100; 64, 60, 56, 20) .
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Dados pesos 0 < u1, . . . , up < 1 tales que u1 + . . . + up = 1 y juegos de mayor´ıa ponderada
normalizados estrictos
(q1; w
1
1, . . . , w
1
n), . . . , (qp; w
p
1, . . . , w
p
n) ,
como e´stos son equivalentes a los juegos de mayor´ıa ponderada normalizados estrictos
(u1q1; u1w
1
1, . . . , u1w
1
n), . . . , (upqp; upw
p
1, . . . , upw
p
n)
y
u1w
1
1 + . . .+ upw
p
1 + . . .+ u1w
1
n + . . .+ upw
p
n =
u1(w
1
1 + . . .+ w
1
n) + . . .+ up(w
p
1 + . . .+ w
p
n) = u1 + . . .+ up = 1 ,
consideraremos que su juego de mayor´ıa ponderada normalizado suma estricto es el
(u1q1 + . . .+ upqp; u1w
1
1 + . . .+ upw
p
1, . . . , u1w
1
n + . . .+ upw
p
n) .
Ejemplo 4.19 Consideremos los juegos de mayor´ıa ponderada estrictos(
1
2
; 0.4, 0.3, 0.2, 0.1
)
y
(
1
2
; 0.2, 0.3, 0.4, 0.1
)
y supongamos que los pesos respectivos son
u1 = 0.6 y u2 = 0.4 .
Entonces, el juego suma es (
1
2
; 0.32, 0.30, 0.28, 0.10
)
.
Observacio´n 4.20 Es falso que el ı´ndice de poder de Shapley–Shubik del juego de mayor´ıa
ponderada suma coincida con el promedio de los ı´ndices de poder de Shapley–Shubik de los
juegos de mayor´ıa ponderada iniciales, como se puede ver en el siguiente contraejemplo.
Contraejemplo 4.21 El u´ltimo jugador no es nulo en ninguno de los juegos de mayor´ıa
ponderada estrictos del ejemplo 4.19 pero s´ı lo es en el juego de mayor´ıa ponderada estricto
suma.
Observacio´n 4.22 En particular, el contraejemplo anterior muestra tambie´n que un jugador
puede no ser nulo en los juegos de mayor´ıa ponderada estrictos iniciales y s´ı serlo en el juego
de mayor´ıa ponderada estricto suma.
272 Aportaciones al estudio de los sistemas electorales
Representaremos por
W1, . . . ,Wp y W
las familias de coaliciones ganadoras de los juegos simples
v1, . . . , vp y v
asociados a cada juego de mayor´ıa ponderada estricto y a su suma respectivamente, y an˜adi-
remos el super´ındice m para referirnos a sus coaliciones minimales.
Proposicio´n 4.23 W1 ∩ . . . ∩Wp ⊆ W ⊆ W1 ∪ . . . ∪Wp.
Demostracio´n. Puesto que si
S ∈ W1 ∩ . . . ∩Wp
entonces ∑
i∈S
wji > q
para cada j = 1, . . . , p, por lo que ∑
i∈S
p∑
j=1
wji > q
y, por consiguiente,
S ∈ W .
Y por otra parte, si
S /∈ W1 ∪ . . . ∪Wp
entonces
S /∈ Wj
para cada j = 1, . . . , p y por tanto, ∑
i∈S
wji ≤ q
para cada j = 1, . . . , p, de lo que se deduce que∑
i∈S
p∑
j=1
wji ≤ q
y en consecuencia,
S /∈ W
efectivamente.
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Corolario 4.24 Wm1 ∩ . . . ∩Wmp ⊆ Wm.
Demostracio´n. Ya que si
S ∈ Wm1 ∩ . . . ∩Wmp
entonces
S ∈ W
por la proposicio´n anterior.
Y por otra parte, para cada T ⊂ S, se tiene que
T /∈ Wj
para cada j = 1, . . . , p, es decir,
T /∈ W1 ∪ . . . ∪Wp
y por tanto,
T /∈ W
con lo que
S ∈ Wm
efectivamente.
Corolario 4.25 Si un jugador es dictador de los juegos simples W1, . . . ,Wp entonces lo es
tambie´n del juego simple W .
Demostracio´n. Por la proposicio´n anterior, si i es el jugador dictador entonces
{i} ∈ Wm .
Pero adema´s, tenemos que
N − {i} /∈ Wj
para cada j = 1, . . . , p, lo cual implica en particular que
N − {i} /∈ W
efectivamente.
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4.3 Convergencia de juegos de mayor´ıa ponderada
Una de las cuestiones ma´s importantes de los sistemas electorales es la de su convergencia. A fin
de poder relacionar la convergencia de los sistemas electorales con la de los juegos de mayor´ıa
ponderada estrictos que se le asocian, es necesario poder considerar la nocio´n de convergencia
de juegos de mayor´ıa ponderada. Sin embargo, su definicio´n, para que sea precisa, requiere de
una situacio´n ma´s general, la de los juegos cooperativos, que presentamos a continuacio´n.
Sabemos que el espacio vectorial de los juegos cooperativos tiene dimensio´n 2n − 1, siendo
n el cardinal del conjunto de jugadores N . Esto permite identificarlo con el espacio eucl´ıdeo
R2n−1. Podemos, por tanto, transportar la estructura eucl´ıdea al espacio vectorial de los juegos
cooperativos sobre N . As´ı, por ejemplo, el producto escalar y su norma asociada son
v · w =
∑
S⊆N
v(S) · w(S) y ‖v‖ =
√∑
S⊆N
[v(S)]2 ,
respectivamente.
Proposicio´n 4.26 La sucesio´n de juegos cooperativos
(vk)k≥1
converge al juego cooperativo v si, y so´lo si, para cada S ⊆ N la sucesio´n de nu´meros reales
(vk(S))k≥1
converge al nu´mero real v(S).
Demostracio´n. So´lo hay que tener en cuenta que en el espacio eucl´ıdeo una sucesio´n es
convergente si, y so´lo si, lo es cada una de sus sucesiones componentes.
Proposicio´n 4.27 (a) El l´ımite de la suma de dos sucesiones de juegos cooperativos conver-
gentes es la suma de los l´ımites de cada una de las sucesiones.
(b) El l´ımite del producto de dos sucesiones de juegos cooperativos convergentes es el producto
de los l´ımites de cada una de las sucesiones.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de la proposicio´n anterior y de las propiedades de
los l´ımites de sucesiones de nu´meros reales.
Complementos de juegos de mayor´ıa ponderada 275
Proposicio´n 4.28 Una sucesio´n de juegos cooperativos (vk)k≥1 converge a otro juego coope-
rativo v
(vk)k≥1 −→ v
si, y so´lo si, la sucesio´n de juegos duales (v∗k)k≥1 converge al juego dual v
∗
(v∗k)k≥1 −→ v∗ .
Demostracio´n. Por una parte, tenemos
v∗k(S) = vk(N)− vk(N − S)
que converge a
v(N)− v (N − S) = v∗(S) .
Y, por otra, usando precisamente este resultado, tenemos que
(v∗k)
∗ = vk
converge a
(v∗)∗ = v ,
puesto que el bidual de un juego coincide con el propio juego.
Proposicio´n 4.29 Una sucesio´n de juegos cooperativos (vk)k≥1 converge a otro juego coope-
rativo juego v
(vk)k≥1 −→ v
si, y so´lo si, para cada S ⊆ N la sucesio´n de juegos restringidos (vk |S)k≥1 converge al juego
restringido v|S
(vk |S)k≥1 −→ v|S .
Demostracio´n. Si S ⊆ T , entonces
vk |S (T ) = vk (T )
que converge a
v (T ) = v|S (T ) .
Y para el rec´ıproco de la afirmacio´n basta con tomar S = N .
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Proposicio´n 4.30 Una sucesio´n de juegos cooperativos (vk)k≥1 converge a otro juego coope-
rativo v
(vk)k≥1 −→ v
si, y so´lo si, para cada M ⊇ N la sucesio´n de extensiones nulas (vMk )k≥1 converge a la extensio´n
nula vM
(vMk )k≥1 −→ vM .
Demostracio´n. Para toda coalicio´n S ⊆M , se tiene que
vMk (S) = vk(S ∩M) ,
que tiende a
v(S ∩M) = vM(S) .
El rec´ıproco se obtiene, asimismo, tomando M = N .
Proposicio´n 4.31 Una sucesio´n de juegos cooperativos (vk)k≥1 converge a otro juego coope-
rativo v
(vk)k≥1 −→ v
si, y so´lo si, para cada estructura de coaliciones B = {B1, . . . , Bz} de N la sucesio´n de juegos
cocientes (vBk )k≥1 converge al juego cociente v
B
(vBk )k≥1 −→ vB .
Demostracio´n. Sea T una coalicio´n arbitraria del conjunto cociente N/B.
Entonces, si consideramos la proyeccio´n cano´nica de N en N/B
pi : N −→ N/B
tenemos que
vBk (T ) = vk
[
pi−1B (T )
]
y su l´ımite es
v
[
pi−1B (T )
]
= vB (T ) .
Y aplicando la misma afirmacio´n al caso B = {N} se obtiene el rec´ıproco.
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Proposicio´n 4.32 El l´ımite de una sucesio´n de juegos cooperativos mono´tonos es mono´tono.
Demostracio´n. Si S y T son coaliciones y S ⊆ T , entonces
vk(S) ≤ vk (T )
para cada k, de lo que se deduce que
v(S) ≤ v (T )
tomando l´ımites.
Proposicio´n 4.33 El l´ımite de una sucesio´n de juegos cooperativos superaditivos es super-
aditivo.
Demostracio´n. Si S y T son coaliciones disjuntas, entonces
vk (S ∪ T ) ≥ vk(S) + vk (T )
para cada k, de donde
v (S ∪ T ) ≥ v(S) + v (T )
tomando asimismo l´ımites.
Proposicio´n 4.34 Si una sucesio´n de juegos cooperativos
(vk)k≥1
converge a otro juego cooperativo v entonces, para cada jugador i ∈ N :
(a) la sucesio´n de valores de Shapley de cada vk
(φi[vk])k≥1
converge al valor de Shapley de v
φi[v] ;
(b) para cada estructura de coaliciones B = {B1, . . . , Bz} de N , la sucesio´n de valores coali-
cionales de cada vk
(φi [vk;B])k≥1
converge al valor coalicional de v
φi [v;B] .
Demostracio´n. Puesto que el l´ımite de la suma es la suma de sus l´ımites, etc.
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Proposicio´n 4.35 Una sucesio´n de juegos simples es convergente si, y so´lo si, es quasicons-
tante.
Demostracio´n. Puesto que el conjunto de los juegos simples se identifica con el subconjunto
del conjunto de vectores del espacio eucl´ıdeo cuyas componentes son 0 o 1
{(x1, . . . , x2n−1) ∈ R2n−1 : xi = 0 o xi = 1 para cada i = 1, . . . , 2n − 1}
y, en consecuencia, tiene la topolog´ıa discreta como topolog´ıa inducida por la del espacio
eucl´ıdeo.
Observacio´n 4.36 La proposicio´n anterior equivale a decir que el conjunto de coaliciones
ganadoras
(Wk)k≥1
de los juegos de la sucesio´n es quasiconstante y que, entonces, el conjunto de coaliciones gana-
doras W del juego l´ımite es, precisamente, dicho conjunto constante.
Corolario 4.37 Si una sucesio´n de juegos simples (vk)k≥1 es convergente a un juego simple v
(vk)k≥1 −→ v
entonces, para cada jugador i ∈ N :
(a) la sucesio´n de ı´ndices de poder de Shapley–Shubik de cada vk
(φi[vk])k≥1
converge al ı´ndice de poder de Shapley–Shubik de v
φi[v]
y, adema´s, es quasiconstante;
(b) para cada estructura de coaliciones B = {B1, . . . , Bz} de N , la sucesio´n de valores coali-
cionales de cada vk
(φi [vk;B])k≥1
converge al valor coalicional de v
φi [v;B]
y, adema´s, es quasiconstante.
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Teorema 4.38 Sean v y vk los juegos simples de los juegos de mayor´ıa ponderada estrictos
(q; w1, . . . , wn) y (q; w
k
1 , . . . , w
k
n)
para cada k ≥ 1, respectivamente. Si
l´ım
k→+∞
wki = wi
para cada i ∈ N y ∑
i∈S
wi 6= q
para cada S ⊆ N , entonces
l´ım
k→+∞
vk = v .
Demostracio´n. Sean W y Wk el conjunto de coaliciones ganadoras de v y vk y
a = mı´n
{∑
i∈S
wi : S ∈ W
}
> q y b = ma´x
{∑
i∈S
wi : S /∈ W
}
< q .
Entonces, para cada i = 1, . . . , n existen k1i y k
2
i tales que para cada k ≥ k1i y cada k ≥ k2i
|wki − wi| <
a− q
n
y |wki − wi| >
q − b
n
.
Dada una coalicio´n arbitraria S, sean s su cardinal y k0 = ma´x{k11, . . . , k1n, k21, . . . , k2n}.
Primer caso: Si S ∈ W entonces S ∈ Wk para cada k ≥ k0, puesto que∑
i∈S
wki >
∑
i∈S
(
wi − a− q
n
)
=
∑
i∈S
wi − s · a− q
n
> a− n · a− q
n
= q .
Segundo caso: Si S /∈ W entonces S /∈ Wk para cada k ≥ k0, puesto que∑
i∈S
wki <
∑
i∈S
(
wi +
q − b
n
)
=
∑
i∈S
wi + s · q − b
n
< b+ n · q − b
n
= q .
Por tanto, W = Wk para cada k ≥ k0, por lo que
(vk)k≥1
es quasiconstante igual a v de lo que, por 4.36, se deduce la afirmacio´n del enunciado.
Observacio´n 4.39 El teorema anterior es igualmente va´lido para los juegos de mayor´ıa pon-
derada usuales.

5
Sistemas de poder
Entre los objetivos del presente trabajo se encuentra el de relacionar los sistemas electorales
con la Teor´ıa de Juegos. Para ello, nos basamos en la interpretacio´n de los votos y el nu´mero
de representantes de cada candidatura como juegos de mayor´ıa ponderada una vez fijada una
cuota.
Comenzamos introduciendo el concepto de sistema de poder a partir de la consideracio´n de
los ı´ndices de poder de Shapley–Shubik de los juegos de mayor´ıa ponderada obtenidos con una
cuota previamente fijada y los representantes de las candidaturas. Seguidamente, continua-
mos con las nociones de monoton´ıa, superaditividad, estabilidad y, en particular, de mayor´ıa,
proporcionalidad e igualdad en poder, ana´logas a sus homo´nimas para sistemas electorales,
pero referidas a los ı´ndices de poder. A continuacio´n, introducimos la nocio´n de expectativa
de poder y estudiamos su estabilidad y, en particular, los casos particulares de mayor´ıa, pro-
porcionalidad e igualdad parciales en poder referidos a las expectativas de poder en lugar de a
las expectativas electorales. Finalmente, hacemos lo propio con la expectativa de poder media
y las propiedades de estabilidad, mayor´ıa, proporcionalidad e igualdad en poder y media.
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5.1 Sistemas de poder
Fijada una cuota, podemos considerar el ı´ndice de poder de cada candidatura del juego de
mayor´ıa ponderada normalizado dado por dicha cuota y los representantes de cada candidatura.
El objetivo de la seccio´n es ”valorar”el efecto que tiene un sistema electoral sobre las diferentes
candidaturas en te´rminos de poder en lugar de hacerlo por su nu´mero de representantes.
Definicio´n 5.1 Se denomina sistema de poder asociado al sistema electoral R –o sistema de
poder ρ simplemente si no hay peligro de confusio´n– a la terna (N,ℵ, ρ), donde ρ es la familia
(ρq,u)(q,u)∈[0,1)×Up
de aplicaciones
ρq,u : W pn × N −→ Rn
definidas para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Up, cada w ∈ W pn y cada k ∈ N por
ρq,u(w, k) = (φ1(q; r
u
1 (w, k), . . . , r
u
n(w, k)), . . . , φn(q; r
u
1 (w, k), . . . , r
u
n(w, k))) .
Adema´s, para cada k ∈ N tenemos las aplicaciones
ρq,u,k : W pn −→ Rn
definidas para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Up, cada w ∈ W pn y cada k ∈ N por
ρq,u,ki (w) = ρ
q,u
i (w, k) .
ρq,u y ρq,u,k se denominan, respectivamente, reglas de poder y leyes de poder.
Proposicio´n 5.2 ρq,u,k es un vector aleatorio.
Demostracio´n. Puesto que tanto ru,k como φ son vectores aleatorios.
Proposicio´n 5.3 (a) Para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Up, cada i ∈ N y cada k ∈ N, si
wi = (0, . . . , 0) entonces
ρq,ui (w, k) = 0 .
(b) Para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Up, cada i ∈ N y cada k ∈ N, si wi = (1, . . . , 1) entonces
ρq,ui (w, k) = 1 .
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.20.
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Proposicio´n 5.4 Para cada u ∈ Up, cada i ∈ N , cada k ∈ N y cada w ∈ W pn
rui (w, k) =
∫ 1
0
ρq,ui (w, k) dq .
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 4.12.
Observacio´n 5.5 Por tanto, la familia de reglas electorales relativas
(ru)u∈Up
determina la familia
(ρq,u)(q,u)∈[0,1)×Up .
Y, rec´ıprocamente, la familia
(ρq,u)(q,u)∈[0,1)×Up
determina la familia de reglas electorales relativas
(ru)u∈Up
del sistema electoral.
Ejemplo 5.6 Consideremos el caso del sistema electoral simple definido para n = 4 candida-
turas y con k = 4 representantes a elegir que otorga 3 y 1 representantes respectivamente a
la candidatura de mayor voto y a la siguiente de voto mayor –salvo cuando la primera tenga
voto 1, en cuyo caso obtiene los 4–. Entonces, dada la tabla de votos
i=1 i=2 i=3 i=4
0.4 0.3 0.2 0.1
y la cuota q =
1
2
, el juego de mayor´ıa ponderada es(
1
2
;
3
4
,
1
4
, 0, 0
)
que se corresponde con la dictadura del primer jugador
ρ
1/2 ((0.4, 0.3, 0.2, 0.1), 4) = (1, 0, 0, 0) .
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Proposicio´n 5.7 Si ρ′ es el sistema de poder asociado al sistema electoral inducido R′ de R
(ρ′)q,ui (w, k) = ρ
q,u
i (w
′, k)
para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Up, cada i ∈ N , cada w ∈ W pn′ y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Ya que, por 1.189, para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Up y cada i ∈ N
(ρ′)q,u(w, k) = φi(q; (r′)u1(w, k), . . . , (r
′)un(w, k)) =
φi(q; r
u
1 (w
′, k) , . . . , run (w
′, k)) = ρq,u(w′, k)
para cada w ∈ W pn′ y cada k ∈ N.
Proposicio´n 5.8 En los sistemas ordinales, si wi es el hi–e´simo voto de w
ρqi (w, k) = φi
(
q;
ch1(k)
k
, . . . ,
chn(k)
k
)
,
para cada cada q ∈ [0, 1), i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ Wn.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.35.
Corolario 5.9 (a) En el sistema mayoritario puro,
ρqi (w, k) =
1 , si wi > wj para cada h 6= i ,0 , si wh < wi para algu´n h 6= i ,
para cada q ∈ [0, 1), cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ Wn.
(b) En el sistema igualitario puro, si Bi = 1 o Bi = 0 segu´n wi sea uno de los k − n
[
k
n
]
votos
mayores o no respectivamente
ρqi (w, k) = φi
q;
[
k
n
]
+B1
k
, . . . ,
[
k
n
]
+Bn
k

para cada q ∈ [0, 1), cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ Wn.
Observacio´n 5.10 Los ı´ndices de poder del sistema de poder mayoritario puro no dependen
ni de q ni de k.
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Proposicio´n 5.11 En los sistemas de cuotas con qk ∈
(
1
k+1
, 1
k
]
, si Bi = 1 o Bi = 0 segu´n
wi
qk
−
[
wi
qk
]
sea uno de los mayores restos o no respectivamente
ρqi (w, k) = φi
q;
[
w1
qk
]
+B1
k
, . . . ,
[
wn
qk
]
+Bn
k

para cada q ∈ [0, 1), cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ Wn.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.47.
Corolario 5.12 En el sistema de los mayores restos, si Bi = 1 o Bi = 0 segu´n kwi− [kwi] sea
uno de los mayores restos o no respectivamente
ρqi (w, k) = φi
(
q;
[kw1] +B1
k
, . . . ,
[kwn] +Bn
k
)
para cada q ∈ [0, 1), cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ Wn.
Proposicio´n 5.13 En los sistemas de divisores con (gd)d≥1 estrictamente creciente, existe
x0 ∈ (0, 1) tal que
ρqi (w, k) = φi
q;
[
g−1
(
w1
x0
)]
k
, . . . ,
[
g−1
(
wn
x0
)]
k

para cada q ∈ [0, 1), cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ Wn.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.64.
Corolario 5.14 En los sistemas de divisores lineales con gd = d+s y s > −1, existe x0 ∈ (0, 1)
tal que
ρqi (w, k) = φi
q;
[
w1
x0
− s
]
k
, . . . ,
[
wn
x0
− s
]
k

para cada q ∈ [0, 1), cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ Wn.
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Proposicio´n 5.15 Si ρˆ es el sistema de poder asociado a la extensio´n media Rˆ de R
ρˆq,ui (w, k) = ρ
q,u+
i (wˆ
∗, k)
para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Uzp, cada i ∈ N , cada w ∈ W zpn y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Ya que, por 1.91, para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Uzp y cada i ∈ N
ρˆq,ui (w, k) = φi(q; rˆ
u
1 (w, k), . . . , rˆ
u
n(w, k)) = φi(q; r
u+
1 (wˆ
∗, k) , . . . , ru+n (wˆ
∗, k)) = ρq,u+i (wˆ
∗, k)
para cada w ∈ W zpn y cada k ∈ N.
Corolario 5.16 Si ρˆ es el sistema de poder asociado al sistema de poder medio Rˆ de R
ρˆq,ui (w, k) = ρ
q
i (wˆ, k)
para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Up, cada i ∈ N , cada w ∈ W pn y cada k ∈ N.
Proposicio´n 5.17 En los sistemas ordinales medios, si wˆi es el hi–e´simo mayor voto del vector
wˆ
ρˆq,ui (w, k) = φi
(
q;
ch1(k)
k
, . . . ,
chn(k)
k
)
,
para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Up, cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn .
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 5.8 y 5.16.
Corolario 5.18 (a) En el sistema mayoritario puro medio,
ρˆq,ui (w, k) =
1 , si wˆi > wˆh para cada h 6= i ,0 , si wˆi < wˆh para algu´n h 6= i ,
para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Up, cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn .
(b) En el sistema igualitario puro medio, si Bi = 1 o Bi = 0 segu´n wˆi sea uno de los k − n
[
k
n
]
votos medios mayores o no respectivamente
ρˆq,ui (w, k) = φi
(
q;
[
k
n
]
+B1
k
, . . . ,
[
k
n
]
+Bn
k
)
,
para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Up, cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn .
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Observacio´n 5.19 Los ı´ndices de poder del sistema de poder mayoritario puro medio no
dependen ni de q ni de k.
Proposicio´n 5.20 En los sistemas de cuotas medios con qk ∈
(
1
k+1
, 1
k
]
, si Bi = 1 o Bi = 0
segu´n wˆi
qk
−
[
wˆi
qk
]
sea uno de los mayores restos o no respectivamente
ρˆq,ui (w, k) = φi
q;
[
wˆ1
qk
]
+B1
k
, . . . ,
[
wˆn
qk
]
+Bn
k

para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Up, cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn .
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 5.11 y 5.16.
Corolario 5.21 En el sistema de los mayores restos medio, si Bi = 1 o Bi = 0 segu´n kwˆi−[kwˆi]
sea uno de los mayores restos o no respectivamente
ρqi (w, k) = φi
(
q;
[kwˆ1] +B1
k
, . . . ,
[kwˆn] +Bn
k
)
para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Up, cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ Wn.
Proposicio´n 5.22 En los sistemas de divisores medios con (gd)q≥1 estrictamente creciente,
existe x0 ∈ (0, 1) tal que
ρˆq,ui (w, k) = φi
q;
[
g−1
(
wˆ1
x0
)]
k
, . . . ,
[
g−1
(
wˆn
x0
)]
k

para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Up, cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn .
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 5.13 y 5.16.
Corolario 5.23 En los sistemas de divisores lineales medios con gd = d + s y s > −1, existe
x0 ∈ (0, 1) tal que
ρˆq,ui (w, k) = φi
q;
[
wˆ1
x0
− s
]
k
, . . . ,
[
wˆn
x0
− s
]
k

para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Up, cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn .
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Por 4.20, no podemos determinar el ı´ndice de poder de Shapley–Shubik de la suma como
promedio de los ı´ndices de poder de los juegos iniciales. Pero s´ı podemos hacerlo directamente.
Proposicio´n 5.24 En los sistemas ordinales suma, si wji es el h
j
i–e´simo voto del vector w
j
para cada j ∈ P
(ρ+)q,ui (w, k) = φi
q;
p∑
j=1
cj
hj1
(R0j (u, k))
k
, . . . ,
p∑
j=1
cj
hjn
(R0j (u, k))
k

para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Up, cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn .
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.156.
Corolario 5.25 (a) En el sistema mayoritario puro suma, si Hi es el conjunto de circunscrip-
ciones en las que wji es el voto mayor de w
j para cada j ∈ P
(ρ+)q,ui (w, k) = φi
q;
∑
j∈H1
R0j (u, k)
k
, . . . ,
∑
j∈Hn
R0j (u, k)
k

para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Up, cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn .
(b) En el sistema igualitario puro suma, si hay hi circunscripciones donde w
j
i es uno de los
k − n [ k
n
]
votos mayores de wj para cada j ∈ P
(ρ+)q,ui (w, k) = φi
q; h1 + p
[
R0j (u,k)
n
]
k
, . . . ,
hn + p
[
R0j (u,k)
n
]
k
 ,
para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Up, cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn .
Proposicio´n 5.26 En los sistemas de cuotas suma con qk ∈
(
1
k+1
, 1
k
]
, si hay hi circunscripciones
donde
wji
q
r0j (u,k)
−
[
wji
q
r0j (u,k)
]
es uno de los mayores restos
(ρ+)q,ui (w, k) = φi
q;
h1 +
p∑
j=1
[
wj1
q
R0j (u,k)
]
k
, . . . ,
hn +
p∑
j=1
[
wjn
q
R0j (u,k)
]
k

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para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Up, cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn .
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.160.
Corolario 5.27 En el sistema de los mayores restos suma, si hay hi circunscripciones donde
R0j (u, k)w
j
i − [R0j (u, k)wji ] es uno de los mayores restos
(ρ+)q,ui (w, k) = φi
q;
h1 +
p∑
j=1
[
R0j (u, k)w
j
1
]
k
, . . . ,
hn +
p∑
j=1
[
R0j (u, k)w
j
n
]
k

para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Up, cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn .
Proposicio´n 5.28 En los sistemas de divisores suma con (gd)d≥1 estrictamente creciente, existe
xj0 ∈ (0, 1) para cada j ∈ P tal que
(ρ+)q,ui (w, k) = φi
q;
p∑
j=1
[
g−1
(
wj1
xj0
)]
k
, . . . ,
p∑
j=1
[
g−1
(
wjn
xj0
)]
k

para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Up, cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn .
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.164.
Corolario 5.29 En los sistemas de divisores lineales suma con gd = d + s y s > −1, existe
xj0 ∈ (0, 1) para cada j ∈ P tal que
(ρ+)q,ui (w, k) = φi
q;
p∑
j=1
[
wj1
xj0
− s
]
k
, . . . ,
p∑
j=1
[
wjn
xj0
− s
]
k

para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Up, cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn .
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Dada una una estructura de coaliciones B = {N1, . . . , Nz} y fijada una cuota estricta q ∈ [0, 1),
podemos comparar los ı´ndices de poder de Shapley–Shubik de los juegos de mayor´ıa ponderada
normalizados dados por los representantes obtenidos por cada una de las coaliciones una vez
efectuada la suma de sus votos y los de la suma de los representantes de cada coalicio´n por
separado.
El caso particular ma´s importante es, nuevamente, el de alianza. As´ı, dado un subconjunto
0 = {1, . . . , a} de N , tenemos los juegos(
q; (r′)u0(w0, k), (r
′)ua+1(w0, k), . . . , (r
′)un(w0, k)
)
y (
q; ru1 (w, k) + . . .+ r
u
a(w, k), r
u
a+1(w, k), . . . , r
u
n(w, k)
)
.
Ejemplo 5.30 Consideremos el sistema electoral simple mayoritario del ejemplo 1.212 que
otorga c1 (4) = 3 representantes a la candidatura de mayor voto y c2 (4) = 1 a la siguiente.
Entonces, dada la cuota q = 1
2
y la tabla de votos
i=1 i=2 i=3 i=4
0.4 0.3 0.2 0.1
si se unen los dos primeros, se tiene la nueva tabla de votos
i=0 i=3 i=4
0.7 0.2 0.1
con lo que se obtienen las tablas de representantes siguientes, segu´n se sumen los representantes
inicialmente sin alianza alguna o bien despue´s de producirse la correspondiente alianza
i=0 i=3 i=4
4 0 0
y
i=0 i=3 i=4
3 1 0
En consecuencia, los juegos obtenidos respectivos son(
1
2
; 1, 0, 0
)
y
(
1
2
;
3
4
,
1
4
, 0
)
.
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5.2 Superaditividad en poder
Ana´logamente al concepto de superaditividad, se puede considerar la misma idea de goberna-
bilidad pero con los ı´ndices de poder de Shapley–Shubik en lugar de los representantes de cada
candidatura.
Definicio´n 5.31 Diremos que un sistema electoral R es q–superaditivo en poder si, y so´lo
si, para cada subconjunto A = {1, . . . , a} de N
φ0
(
q; (r′)u0(w0, k), (r
′)ua+1(w0, k), . . . , (r
′)un(w0, k)
) ≥
φ0
(
q; ru1 (w, k) + . . .+ r
u
a(w, k), r
u
a+1(w, k), . . . , r
u
n(w, k)
)
para cada u ∈ Up, cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn .
Y diremos que es superaditivo en poder si y, so´lo si, es q–superaditivo en poder para cada
q ∈ [0, 1).
Observacio´n 5.32 Por el axioma de imparcialidad, es claro que las definiciones anteriores son
igualmente va´lidas para cualquier subconjunto A de N .
Obse´rvese que exigimos que las condiciones se verifiquen salvo conjuntos de probabilidad cero.
Ello se debe a que es posible que en los casos en que se produzcan empates dichas condiciones
dejen de cumplirse.
Proposicio´n 5.33 (a) La superaditividad estricta implica la superaditividad en poder.
(b) La superaditividad en poder casi por todo q ∈ [0, 1) implica la superaditividad.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 4.15.
Proposicio´n 5.34 (a) El sistema mayoritario puro es superaditivo en poder.
(b) Los sistemas de divisores subaditivos son superaditivos en poder.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.217, 1.223 y 5.33.
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Observacio´n 5.35 La superaditividad en poder no se hereda a los subconjuntos, ya que el
hecho que se verifique casi seguro w ∈ W pn no implica que se verifique tambie´n casi seguro
w ∈ W pn′ .
Proposicio´n 5.36 La extensio´n media de un sistema electoral q–superaditivo en poder es
q–superaditiva en poder.
Demostracio´n. Ya que para cada subconjunto 0 = {1, . . . , a} de N , por 5.15 y ser R q–
superaditivo en poder,
φ0
(
q; (rˆ′)u0(w0, k), (rˆ
′)ua+1(w0, k), . . . , (rˆ
′)un(w0, k)
)
=
φ0
(
q; (r′)u+0 (wˆ0
∗, k), (r′)u+a+1(wˆ0
∗, k), . . . , (r′)u+n (wˆ0
∗, k)
) ≥
φ0(q; r
u+
1 (wˆ
∗, k) + . . .+ ru+a (wˆ
∗, k), ru+a+1(wˆ
∗, k), . . . , ru+n (wˆ
∗, k)) =
φ0(q; rˆ
u
1 (w, k) + . . .+ rˆ
u
a(w, k), rˆ
u
a+1(w, k), . . . , rˆ
u
n(w, k))
para cada u ∈ Uzp, cada k ∈ N y cada w ∈ W zpn .
Corolario 5.37 Los sistemas electorales medios de sistemas electorales simples q–superaditivos
en poder son q–superaditivos en poder.
Proposicio´n 5.38 (a) El sistema mayoritario puro medio es superaditivo en poder.
(b) Los sistemas de divisores subaditivos medios son superaditivos en poder.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 5.34 y 5.37.
Si bien la suma de sistemas electorales q–superaditivos en poder no tiene porque´ ser q–
superaditiva en poder, podemos estudiar los ejemplos conocidos a partir del hecho que la
superaditividad estricta implica la superaditividad en poder.
Proposicio´n 5.39 (a) El sistema mayoritario puro suma es superaditivo en poder.
(b) Los sistemas de divisores subaditivos suma son superaditivos en poder.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.217, 1.223 y 5.33.
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5.3 Monoton´ıa en poder
Como en la monoton´ıa, podemos considerar la misma idea sustituyendo la condicio´n correspon-
diente sobre los representantes por la ana´loga sobre los ı´ndices de poder de Shapley–Shubik.
Definicio´n 5.40 Diremos que un sistema electoralR es q–fuertemente mono´tono en poder
si, y so´lo si, para cada h, i ∈ N la condicio´n
wˆh < wˆi
implica
ρq,uh (w, k) ≤ ρq,ui (w, k)
para cada u ∈ Up, cada k ∈ N y cada w ∈ W pn .
Y diremos que es fuertemente mono´tono en poder si es q–fuertemente en poder para cada
q ∈ [0, 1).
Definicio´n 5.41 Diremos que el sistema electoral R es q–de´bilmente mono´tono en poder
si, y so´lo si, para cada h, i ∈ N la condicio´n
w1h < w
1
i , . . . , w
p
h < w
p
i
implica
ρq,uh (w, k) ≤ ρq,ui (w, k)
para cada u ∈ Up, cada k ∈ N y cada w ∈ W pn .
Y diremos que es de´bilmente mono´tono en poder si es q–de´bilmente en poder cada q ∈
[0, 1).
En el caso de los sistemas electorales simples, es claro que las condiciones
wˆh < wˆi y w
1
h < w
1
i , . . . , w
p
h < w
p
i
se reducen a
wh < wi
ambas y se habla, en tal caso, de q–monoton´ıa en poder y de monoton´ıa en poder,
respectivamente.
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Proposicio´n 5.42 (a) Si un sistema electoral R es q–fuertemente mono´tono en poder entonces,
para cada h, i ∈ N
φh(q; wˆ1, . . . , wˆn) < φi(q; wˆ1, . . . , wˆn)
implica
ρq,uh (w, k) ≤ ρq,ui (w, k)
para cada u ∈ Up, cada k ∈ N y cada w ∈ W pn .
(b) Si un sistema electoral R es q–de´bilmente mono´tono en poder entonces, para cada h, i ∈ N
φh(q; w
1
1, . . . , w
1
n) < φi(q; w
1
1, . . . , w
n
1 ), . . . , φh(q; w
p
1, . . . , w
p
n) < φi(q; w
p
1, . . . , w
p
n)
implica
ρq,uh (w, k) ≤ ρq,ui (w, k)
para cada u ∈ Up, cada k ∈ N y cada w ∈ W pn .
Demostracio´n. (a) Ya que si h, i ∈ N son tales que
φh(q; wˆ1, . . . , wˆn) < φi(q; wˆ1, . . . , wˆn)
entonces
wˆh < wˆi
ya que es el contrarrec´ıproco de una conocida propiedad del ı´ndice de poder de Shapley–Shubik.
Y en consecuencia, por ser R q–fuertemente mono´tono en poder,
ρq,uh (w, k) ≤ ρq,ui (w, k)
para cada u ∈ Up, cada k ∈ N y cada w ∈ W pn .
(b) Puesto que si h, i ∈ N son tales que
φh(q; w
1
1, . . . , w
1
n) < φi(q; w
1
1, . . . , w
n
1 ), . . . , φh(q; w
p
1, . . . , w
p
n) < φi(q; w
p
1, . . . , w
p
n)
entonces
w1h < w
1
i , . . . , w
p
h < w
p
i
por la misma razo´n del apartado anterior. Y en consecuencia, por ser R q–de´bilmente en poder,
ρq,uh (w, k) ≤ ρq,ui (w, k)
para cada u ∈ Up, cada k ∈ N y cada w ∈ W pn .
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Corolario 5.43 Si un sistema electoral simple R es q–mono´tono entonces, para cada h, i ∈ N
φh(q; w1, . . . , wn) < φi(q; w1, . . . , wn)
implica
ρqh(w, k) ≤ ρqi (w, k)
para cada k ∈ N y cada w ∈ Wn.
Proposicio´n 5.44 La q–monoton´ıa fuerte en poder implica la q–monoton´ıa de´bil en poder.
Demostracio´n. Puesto que si para cada h, i ∈ N
w1h < w
1
i , . . . , w
p
h < w
p
i
entonces
wˆi = u1w
1
i + . . .+ upw
p
i < u1w
1
h + . . .+ upw
p
h = wˆh
y, por ser R q–fuertemente mono´tono en poder,
ρq,uh (w, k) ≤ ρq,ui (w, k)
para cada u ∈ Up, cada k ∈ N y cada w ∈ W pn .
Proposicio´n 5.45 (a) La monoton´ıa fuerte equivale a la monoton´ıa fuerte en poder.
(b) La monoton´ıa de´bil equivale a la monoton´ıa de´bil en poder.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 4.14.
Corolario 5.46 La monoton´ıa equivale a la monoton´ıa en poder.
Proposicio´n 5.47 (a) Los sistemas ordinales son mono´tonos en poder.
(b) Los sistemas de cuotas son mono´tonos en poder.
(c) Los sistemas de divisores son mono´tonos en poder.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.237, 1.238, 1.239 y 5.46.
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Proposicio´n 5.48 (a) La extensio´n media de un sistema electoral q–fuertemente mono´tono
en poder es q–fuertemente mono´tona en poder.
(b) La extensio´n media de un sistema electoral q–de´bilmente mono´tono en poder es q–de´bil-
mente mono´tona en poder.
Demostracio´n. (a) Puesto que si
wˆh < wˆi
entonces, por 1.72,
u+ · wˆ∗h = wˆh < wˆi = u+ · wˆ∗i
y, por tanto, por ser R q–fuertemente mono´tono en poder,
ρˆq,uh (w, k) = ρ
q,u+
h (wˆ
∗, k) ≤ ρq,u+i (wˆ∗, k) = ρˆq,ui (w, k)
para cada u ∈ Uzp, cada k ∈ N y cada w ∈ W zpn .
(b) Ya que si
w1h < w
1
i , . . . , w
p
h < w
p
i , . . . , w
(z−1)p+1
h < w
(z−1)p+1
i , . . . , w
zp
h < w
zp
i
entonces, para cada j ∈ P
(wˆ∗)jh = u
∗
j w
j
h + . . .+ u
∗
(z−1)p+j w
(z−1)p+j
h < u
∗
j w
j
i + . . .+ u
∗
(z−1)p+j w
(z−1)p+j
i = (wˆ
∗)ji
y, por tanto, por ser R q–de´bilmente mono´tono en poder,
ρˆq,uh (w, k) = ρ
q,u+
h (wˆ
∗, k) ≤ ρq,u+i (wˆ∗, k) = ρˆq,ui (w, k)
para cada u ∈ Uzp, cada k ∈ N y cada w ∈ W zpn .
Corolario 5.49 Los sistemas electorales medios de sistemas electorales simples q–mono´tonos
en poder son q–fuertemente mono´tonos en poder.
Proposicio´n 5.50 (a) Los sistemas ordinales medios son fuertemente mono´tonos en poder.
(b) Los sistemas de cuotas medios son fuertemente mono´tonos en poder.
(c) Los sistemas de divisores medios son fuertemente mono´tonos en poder.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 5.47 y 5.49.
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Proposicio´n 5.51 (a) Los sistemas ordinales suma son de´bilmente mono´tonos en poder.
(b) Los sistemas de cuotas suma son de´bilmente mono´tonos en poder.
(c) Los sistemas de divisores suma son de´bilmente mono´tonos en poder.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.245 y 5.45.
Proposicio´n 5.52 (a) La q–monoton´ıa fuerte en poder es hereditaria.
(b) La q–monoton´ıa de´bil en poder es hereditaria.
Demostracio´n. (a) Puesto que si h, i ∈ N ′ y
wˆh < wˆi
entonces, por 1.168,
wˆ′h = wˆh < wˆi = wˆ
′
i
de donde, por ser R q–fuertemente en poder,
(ρ′)q,uh (w, k) = ρ
q,u
h (w
′, k) ≤ ρq,ui (w′, k) = (ρ′)q,ui (w, k)
para cada u ∈ Up, cada k ∈ N y cada w ∈ W pn′ .
(b) Ya que si h, i ∈ N ′ y
w1h < w
1
i , . . . , w
p
h < w
p
i
entonces
(w′)1h = w
1
h < w
1
i = (w
′)1i
. . . . . . . . .
(w′)ph = w
p
h < w
p
i = (w
′)pi
de donde, por ser R q–de´bilmente en poder,
(ρ′)q,uh (w, k) = ρ
q,u
h (w, k) ≤ ρq,ui (w, k) = (ρ′)q,ui (w, k)
para cada u ∈ Up, cada k ∈ N y cada w ∈ W pn′ .
Corolario 5.53 La q–monoton´ıa en poder es hereditaria.
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5.4 Estabilidad en poder
De nuevo de forma ana´loga al caso de estabilidad, obtenemos el concepto de estabilidad en
poder al considerar la misma condicio´n pero referida a los ı´ndices de poder de Shapley–Shubik.
Y, en particular, obtenemos asimismo los conceptos de mayor´ıa, proporcionalidad e igualdad
en poder.
Definicio´n 5.54 Diremos que un sistema electoral R es q–estable en poder si, y so´lo si,
para cada i ∈ N existe
l´ım
k→∞
ρq,ui (w, k)
para cada u ∈ Up y cada w ∈ W pn . Y, en tal caso, a dichos l´ımites los denominaremos ı´ndices
de estabilidad en poder de i ∈ N y los denotaremos
ρ¯q,ui (w) .
Y diremos que es estable en poder si,y so´lo si, es q–estable en poder para cada q ∈ [0, 1).
Observacio´n 5.55 Obse´rvese que la estabilidad en poder equivale simplemente a la conver-
gencia de los vectores aleatorios discretos
ρq,u,k : W pn −→ Rn .
Y, en tal caso, queda definida la aplicacio´n
ρ¯q,u : W pn −→ Rn .
Proposicio´n 5.56 (a) Si R es un sistema electoral q–estable en poder, para cada i ∈ N , cada
u ∈ Up y cada w ∈ W pn , si wi = (0, . . . , 0) entonces
ρ¯q,ui (w) = 0 .
(b) Si R es un sistema electoral q–estable en poder, para cada i ∈ N , cada u ∈ Up y cada
w ∈ W pn , si wi = (1, . . . , 1) entonces
ρ¯q,uh (w) = 1 .
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 5.56.
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Proposicio´n 5.57 La estabilidad equivale a la estabilidad en poder casi por todo q ∈ [0, 1).
Y, en tal caso, los ı´ndices de estabilidad en poder para cada u ∈ Up, cada i ∈ N , cada w ∈ W pn
y casi por todo q ∈ [0, 1) son
ρ¯q,ui (w) = φi(q; r¯
u
1 (w), . . . , r¯
u
n(w)) ;
y los ı´ndices de estabilidad para cada u ∈ Up, cada i ∈ N y cada w ∈ W pn son
r¯ui (w) =
∫ 1
0
ρq,ui (w, k) .
Demostracio´n. Ya que, por 4.37 y 4.38 y ser R estable, para cada i ∈ N
ρ¯q,ui (w) = l´ım
k→∞
ρq,u(w, k) = l´ım
k→∞
φi(q; r
u
1 (w, k), . . . , r
u
n(w, k)) = φi(q; r¯
u
1 (w), . . . , r¯
u
n(w))
para cada u ∈ Up y cada w ∈ W pn y tambie´n casi por todo q ∈ [0, 1), ya que el conjunto
{w ∈ W pn :
∑
i∈S
r¯i(w) = q para algu´n S ⊆ N} es de probabilidad cero.
Y, rec´ıprocamente, por 5.4 y ser R q–estable en poder casi por todo q ∈ [0, 1),
r¯ui (w) = l´ım
k→∞
rui (w, k) = l´ım
k→∞
∫ 1
0
φi(q; r
u
1 (w, k), . . . , r
u
n(w, k)) dq =∫ 1
0
l´ım
k→∞
φi(q; r
u
1 (w, k), . . . , r
u
n(w, k)) dq =
∫ 1
0
ρq,ui (w, k)
para cada i ∈ N , cada u ∈ Up y cada w ∈ W pn .
Observacio´n 5.58 Por tanto, si un sistema electoral es estable en poder la familia de aplica-
ciones
(r¯u)u∈Up
determina casi seguro w ∈ W pn la familia de aplicaciones
(ρ¯q,u)(q,u)∈[0,1)×Up .
Y, rec´ıprocamente, si un sistema electoral es estable en poder la familia de aplicaciones
(ρ¯q,u)(q,u)∈[0,1)×Up
determina casi seguro w ∈ W pn la familia de reglas relativas
(r¯u)u∈Up .
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Proposicio´n 5.59 Los sistemas ordinales asinto´ticos son estables en poder casi por todo
q ∈ [0, 1) y los ı´ndices de estabilidad en poder son
ρ¯qi (w) = φi (q; c¯h1 , . . . , c¯hn) ,
donde hi es el orden del voto wi entre los votos del vector w.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.270 y 5.57.
Proposicio´n 5.60 Los sistemas de cuotas son estables en poder casi por todo q ∈ [0, 1) y los
ı´ndices de estabilidad en poder son
ρ¯qi (w) = φi (q; w1, . . . , wn) .
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.272 y 5.57.
Proposicio´n 5.61 Los sistemas de divisores t–asinto´ticos son estables en poder casi por todo
q ∈ [0, 1) y los ı´ndices de estabilidad en poder son
ρ¯qi (w) = φi
q; w1/t1
w
1/t
1 + . . .+ w
1/t
n
, . . . ,
w
1/t
n
w
1/t
1 + . . .+ w
1/t
n
 .
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.278 y 5.57.
Ejemplo 5.62 Consideremos de nuevo el sistema electoral simple de los divisores con
gd = d
2
para n = 4 candidaturas correspondiente al ejemplo 1.280. Como vimos en dicho ejemplo, los
ı´ndices de estabilidad correspondientes a la tabla de valores
i=1 i=2 i=3 i=4
0.4 0.3 0.2 0.1
eran 0.325, 0.282, 0.230 y 0.163, respectivamente. Por tanto, dada la cuota q =
1
2
por ejemplo
–que no es la suma de ninguna combinacio´n de los ı´ndices de estabilidad–, los ı´ndices de
estabilidad en poder correspondientes a la tabla de valores anterior son
φ
(
1
2
; 0.325, 0.282, 0.230, 0.163
)
=
(
1
3
,
1
3
,
1
3
, 0
)
.
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Proposicio´n 5.63 La extensio´n media de un sistema electoral q–estable en poder es q–estable
en poder y los ı´ndices de estabilidad en poder son
ρˆ
q,u
i (w) = ρ¯
q,u+
i (wˆ
∗)
Demostracio´n. Ya que, por 5.15 y ser R q–estable en poder,
ρˆ
q,u
i (w) = l´ım
k→∞
ρˆ
q,u
(w, k) = l´ım
k→∞
ρ¯q,u+(wˆ∗, k) = ρ¯q,u+i (wˆ
∗)
para cada u ∈ Uzp, cada i ∈ N y cada w ∈ W zpn .
Corolario 5.64 Los sistemas electorales medios de sistemas electorales simples q–estables en
poder son q–estables en poder y los ı´ndices de estabilidad en poder son
ρˆ
q,u
i (w) = ρ¯
q
i (wˆ) .
Proposicio´n 5.65 Los sistemas ordinales medios asinto´ticos son estables en poder casi por
todo q ∈ [0, 1) y los ı´ndices de estabilidad son
ρˆ
q,u
i (w) = φi (q; c¯h1 , . . . , c¯hn) .
donde hi es el orden del voto wˆi entre los votos del vector wˆ.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 5.59 y 5.64.
Proposicio´n 5.66 Los sistemas de cuotas medios son estables en poder casi por todo q ∈ [0, 1)
y los ı´ndices de estabilidad son
ρˆ
q,u
i (w) = φi (q; wˆ1, . . . , wˆn) .
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 5.60 y 5.64.
Proposicio´n 5.67 Los sistemas de divisores medios t–asinto´ticos son estables en poder casi
por todo q ∈ [0, 1) y los ı´ndices de estabilidad son
ρˆ
q,u
i (w) = φi
q; wˆ1/t1
wˆ
1/t
1 + . . .+ wˆ
1/t
n
, . . . ,
wˆ
1/t
n
wˆ
1/t
1 + . . .+ wˆ
1/t
n
 .
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 5.61 y 5.64.
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Proposicio´n 5.68 Los sistemas ordinales suma asinto´ticos respecto de uno simple estable son
estables en poder casi por todo q ∈ [0, 1) y los ı´ndices de estabilidad en poder son
ρ+
q,u
i (w) = φi
(
q;
p∑
j=1
r¯0j (u) c¯
j
hj1
, . . . ,
p∑
j=1
r¯0j (u) c¯
j
hj1
)
,
si wji es el h
j
i–e´simo voto del vector w
j para cada j ∈ P .
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.290 y 5.57.
Proposicio´n 5.69 Los sistemas de cuotas suma respecto de uno simple estable son estables
en poder casi por todo q ∈ [0, 1) y los ı´ndices de estabilidad en poder son
ρ+
q,u
i (w) = φi
(
q;
p∑
j=1
r¯0j (u)w
j
1, . . . ,
p∑
j=1
r¯0j (u)w
j
n
)
.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.291 y 5.57.
Proposicio´n 5.70 Los sistemas de divisores suma t–asinto´ticos respecto de uno simple estable
son estables en poder casi por todo q ∈ [0, 1) y los ı´ndices de estabilidad en poder son
ρ+
q,u
i (w) = φi
q; p∑
j=1
r¯0j (u) ·
wj1
1/t
wj1
1/t
+ . . .+ wjn
1/t
, . . . ,
p∑
j=1
r¯0j (u) ·
wjn
1/t
wj1
1/t
+ . . .+ wjn
1/t
 .
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.292 y 5.57.
Proposicio´n 5.71 La q–estabilidad en poder es hereditaria y los ı´ndices de estabilidad en
poder son
ρ′
q,u
i (w) = ρ¯
q,u
i (w
′)
para cada i ∈ N ′, cada u ∈ Up y cada w ∈ W pn′ .
Demostracio´n. Ya que, por 5.7 y ser R q–estable en poder, para cada i ∈ N ′ ⊆ N ,
ρ′
q,u
i (w) = l´ım
k→∞
(ρ′)q,ui (w, k) = l´ım
k→∞
ρq,ui (w
′, k) = ρ¯q,ui (w
′)
para cada u ∈ Up y cada w ∈ W pn′ .
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5.4.1 Mayor´ıa, proporcionalidad e igualdad en poder
Definicio´n 5.72 Diremos que un sistema electoral R es q–mayoritario en poder si, y so´lo
si,
ρ¯q,ui (w) =
1 , si wˆi > wˆh para cada h 6= i ,0 , si wˆi < wˆh para algu´n h 6= i ,
para cada u ∈ Up, cada i ∈ N y cada w ∈
︷︸︸︷
W pn .
Y diremos que es mayoritario en poder si es q–mayoritario en poder para cada q ∈ [0, 1).
Observacio´n 5.73 Es interesante observar que los valores del caso de mayor´ıa en poder
definido anteriormente son los ı´ndices de poder del sistema mayoritario puro medio vistos en
5.18 que, como se observo´ en 5.19, no depend´ıan de k.
Definicio´n 5.74 Diremos que un sistema electoral R es q–proporcional en poder si, y so´lo
si,
ρ¯q,ui (w) = φi(q; wˆ1, . . . , wˆn)
para cada u ∈ Up, cada i ∈ N y cada w ∈ W pn .
Y diremos que es proporcional en poder si es q–proporcional en poder para cada q ∈ [0, 1).
Definicio´n 5.75 Diremos que un sistema electoral R es q–igualitario en poder si, y so´lo si,
ρ¯q,ui (w) =
1
n
para cada u ∈ Up, cada i ∈ N y cada w ∈ W pn .
Y diremos que es igualitario en poder si es q–igualitario en poder para cada q ∈ [0, 1).
Proposicio´n 5.76 Los sistemas electorales mayoritarios e igualitarios son estables en poder
casi seguro w ∈ W pn ; y los proporcionales, estables en poder.
Demostracio´n. Puesto que las condiciones anteriores se verifican en W pn −
︷︸︸︷
W pn , W
p
n −W pn
y W pn respectivamente, y los dos primeros son de medida nula.
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Proposicio´n 5.77 (a) La mayor´ıa equivale a la mayor´ıa en poder casi por todo q ∈ [0, 1).
(b) La proporcionalidad equivale a la proporcionalidad en poder casi por todo q ∈ [0, 1).
(c) La igualdad equivale a la igualdad en poder casi por todo q ∈ [0, 1).
Demostracio´n. (a) Para cada q ∈ [0, 1), por 5.57 y ser R mayoritario,
ρ¯q,ui (w) = φi(q; r¯
u
1 (w), . . . , r¯
u
n(w)) =
1 , si wˆh < wˆi para cada h 6= i ,0 , si wˆh > wˆi para algu´n h 6= i ,
para cada u ∈ Up, cada i ∈ N y cada w ∈
︷︸︸︷
W pn .
Y, rec´ıprocamente, por 5.4 y ser R q–mayoritario en poder casi por todo q ∈ [0, 1),
r¯i(w) =
∫ 1
0
φi(q; r¯
u
1 (w), . . . , r¯
u
n(w)) dq =

∫ 1
0
1 dq = 1 , si wˆh < wˆi para cada h 6= i ,∫ 1
0
0 dq = 0 , si wˆh > wˆi para algu´n h 6= i ,
para cada u ∈ Up, cada i ∈ N y cada w ∈
︷︸︸︷
W pn .
(b) Para cada q ∈ [0, 1), por 5.57 y ser R proporcional,
ρ¯q,ui (w) = φi(q; r¯
u
1 (w), . . . , r¯
u
n(w)) = φi(q; wˆ1, . . . , wˆn)
para cada i ∈ N , cada u ∈ Up y cada w ∈ W pn .
Y, rec´ıprocamente, por 5.4 y ser R q–proporcional en poder casi por todo q ∈ [0, 1),
r¯i(w) =
∫ 1
0
φi(q; r¯
u
1 (w), . . . , r¯
u
n(w)) dq =
∫ 1
0
φi(q; wˆ1, . . . , wˆn)r¯
u
i (w) dq = wˆi
para cada u ∈ Up, cada i ∈ N y cada w ∈ W pn .
(c) Para cada q ∈ [0, 1), por 5.57 y ser R igualitario,
ρ¯q,ui (w) = φi(q; r¯
u
1 (w), . . . , r¯
u
n(w)) =
1
n
para cada u ∈ Up, cada i ∈ N y para cada w ∈ W pn .
Y, rec´ıprocamente, por 5.4 y ser R q–igualitario en poder casi por todo q ∈ [0, 1),
r¯i(w) =
∫ 1
0
φi(q; r¯
u
1 (w), . . . , r¯
u
n(w)) dq =
∫ 1
0
1
n
dq =
1
n
para cada u ∈ Up, cada i ∈ N y cada w ∈ W pn .
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Proposicio´n 5.78 (a) Los sistemas ordinales asinto´ticos de ma´xima dispersio´n y mı´nima
dispersio´n son mayoritarios en poder e igualitarios en poder casi por todo q ∈ [0, 1), respecti-
vamente.
(b) Los sistemas de cuotas son proporcionales en poder casi por todo q ∈ [0, 1).
(c) Los sistemas de divisores 0–asinto´ticos, 1–asinto´ticos y +∞–asinto´ticos son mayoritarios en
poder, proporcionales en poder e igualitarios en poder casi por todo q ∈ [0, 1), respectivamente.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.299, 1.301, 1.303 y 5.77.
Corolario 5.79 (a) Los sistemas mayoritario e igualitario puros son mayoritario en poder e
igualitario en poder casi por todo q ∈ [0, 1), respectivamente.
(b) El sistema de los mayores restos es proporcional en poder casi por todo q ∈ [0, 1).
(c) Los sistemas de divisores lineales –y, en particular, el de Hondt– son proporcionales en
poder casi por todo q ∈ [0, 1).
Proposicio´n 5.80 (a) La extensio´n media de un sistema electoral q–mayoritario en poder es
q–mayoritaria en poder.
(b) La extensio´n media de un sistema electoral q–proporcional en poder es q–proporcional en
poder.
(c) La extensio´n media de un sistema electoral q–igualitario en poder es q–igualitaria en poder.
Demostracio´n. (a) Ya que, por 1.72 y 5.63 y ser R q–mayoritario en poder,
ρˆ
q,u
i (w) = ρ¯
q,u+
i (wˆ
∗) =
1 , si wˆi = u+ · wˆ∗i > u+ · wˆ∗h = wˆh para cada h 6= i ,0 , si wˆi = u+ · wˆ∗i < u+ · wˆ∗h = wˆh para algu´n h 6= i ,
para cada u ∈ Uzp, cada i ∈ N y cada w ∈
︷︸︸︷
W zpn .
(b) Dado que, por 1.72 y 5.63 y ser R q–proporcional en poder,
ρˆ
q,u
i (w) = ρ¯
q,u+
i (wˆ
∗) = φi(q; wˆ1, . . . , wˆn)
para cada u ∈ Uzp, cada i ∈ N y cada w ∈ W zpn .
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(c) Puesto que, por 5.63 y ser R q–igualitario en poder,
ρˆ
q,u
i (w) = ρ¯
q,u+
i (wˆ
∗) =
1
n
para cada u ∈ Uzp, cada i ∈ N y cada w ∈ W zpn .
Corolario 5.81 (a) Los sistemas electorales medios de sistemas electorales simples q–mayori-
tarios en poder son q–mayoritarios en poder.
(b) Los sistemas electorales medios de sistemas electorales simples q–proporcionales en poder
son q–proporcionales en poder.
(c) Los sistemas electorales medios de sistemas electorales simples q–igualitarios en poder son
q–igualitarios en poder.
Proposicio´n 5.82 (a) Los sistemas ordinales medios asinto´ticos de ma´xima dispersio´n y mı´ni-
ma dispersio´n son mayoritarios en poder e igualitarios en poder casi por todo q ∈ [0, 1).
(b) Los sistemas de cuotas medios son proporcionales en poder casi por todo q ∈ [0, 1).
(c) Los sistemas de divisores medios 0–asinto´ticos, 1–asinto´ticos y +∞–asinto´ticos son ma-
yoritarios en poder, proporcionales en poder e igualitarios en poder casi por todo q ∈ [0, 1),
respectivamente.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 5.78 y 5.81.
Corolario 5.83 (a) Los sistemas mayoritario e igualitario puros medios son mayoritario en
poder e igualitario en poder casi por todo q ∈ [0, 1), respectivamente.
(b) El sistema de los mayores restos medio es proporcional en poder casi por todo q ∈ [0, 1).
(c) Los sistemas de divisores lineales medios –y, en particular, el de Hondt medio– son propor-
cionales en poder casi por todo q ∈ [0, 1).
Proposicio´n 5.84 (a) Los sistemas ordinales suma asinto´ticos de mı´nima dispersio´n respecto
de uno simple estable son igualitarios en poder casi por todo q ∈ [0, 1).
(b) Los sistemas de cuotas suma respecto de uno simple proporcional son proporcionales en
poder casi por todo q ∈ [0, 1).
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(c) Los sistemas de divisores suma 1–asinto´ticos y +∞–asinto´ticos respecto de uno simple
proporcional y uno simple estable son proporcionales en poder e igualitarios en poder casi por
todo q ∈ [0, 1), respectivamente.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 1.312 y 5.77.
Corolario 5.85 (a) El sistema igualitario puro suma respecto de uno simple estable es igua-
litario en poder casi por todo q ∈ [0, 1).
(b) El sistema de los mayores restos suma respecto de uno simple proporcional es proporcional
en poder casi por todo q ∈ [0, 1).
(c) Los sistemas de divisores lineales suma –y, en particular, el de Hondt suma– respecto de
uno simple proporcional son proporcionales en poder casi por todo q ∈ [0, 1).
Proposicio´n 5.86 (a) La q–mayor´ıa en poder es hereditaria.
(b) La q–proporcionalidad en poder es hereditaria.
Demostracio´n. (a) Ya que, por 1.168, 5.71 y ser R q–mayoritario en poder,
ρ′
q,u
i (w) = ρ¯
q,u
i (w
′) =
1 , si wˆi = wˆ′i > wˆ′h = wˆh para cada h 6= i ,0 , si wˆi = wˆ′i < wˆ′h = wˆh para algu´n h 6= i ,
para cada u ∈ U¯p, cada i ∈ N ′ y cada w ∈
︷︸︸︷
W pn′ .
(b) Puesto que, por 1.168, 5.71 y ser R q–proporcional en poder,
ρ′
q,u
i (w) = ρ¯
q,u
i (w
′) = φi(q; wˆ′1, . . . , wˆ
′
n) = φi(q; wˆ1, . . . , wˆn)
para cada u ∈ U¯p, cada i ∈ N ′ y cada w ∈ W pn′ .
Observacio´n 5.87 La q–igualdad no es hereditaria, ya que el hecho que
ρ¯q,ui (w) =
1
n
no implica que
ρ′
q,u
i (w) =
1
n′
.
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5.5 Expectativas de poder
Cuando consideramos la misma idea de expectativa electoral, pero referida a los ı´ndices de
poder de Shapley–Shubik, obtenemos el concepto de expectativa de poder.
Definicio´n 5.88 Denominamos expectativa de poder del vector de votos x ∈ [0, 1]p corres-
pondiente a la cuota q ∈ [0, 1) y el vector de pesos u ∈ Up a la aplicacio´n
q,ux : W
p
n−1(x)× N −→ R
definida para cada w ∈ W pn−1(x) y cada k ∈ N por
q,ux (w, k) = ρ
q,u
1 ((x/w), k) .
Proposicio´n 5.89 Cualquier otra forma de definir
q,ux ,
pero an˜adiendo el vector de votos x de cualquier otro modo, es igual casi seguro a la aplicacio´n
q,ux definida anteriormente.
Demostracio´n. Por el axioma de imparcialidad.
Fijando el valor de k ∈ N, obtenemos la aplicacio´n
q,u,kx : W
p
n−1(x) −→ R
dada por
q,u,kx (w) = 
q,u
x (w, k)
que se obtiene a partir de q,ux fijando el valor de k ∈ N.
Proposicio´n 5.90 q,u,kx es una variable aleatoria.
Demostracio´n. Puesto que ρu,k y φ son vectores aleatorios y q,u,kx = φ1 ◦ ρu,k.
Ejemplo 5.91 Si en el ejemplo 5.6 fijamos el peso x = 0.4, tenemos que

1/2
0.4 ((0.3, 0.2, 0.1), 4) = ρ
1/2
1 ((0.4, 0.3, 0.2, 0.1), 4) = 1 .
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Proposicio´n 5.92 Para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, cada k ∈ N y cada
w ∈ W pn−1(x)
0 ≤ q,ux (w, k) ≤ 1 .
Demostracio´n. Por definicio´n.
Proposicio´n 5.93 (a) Para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Up, cada k ∈ N y cada w ∈ W pn−1(x)
q,u(0,...,0)(w, k) = 0 .
(b) Para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Up y cada k ∈ N, si 0 es la matriz nula
q,u(1,...,1)(0, k) = 1 .
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 5.3.
Proposicio´n 5.94 Para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Up, cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro
w ∈ W pn
ρq,ui (w, k) = 
q,u
wi
(wwi , k) .
Demostracio´n. Ya que
ρq,ui (w, k) = ρ
q,u
1 ((wi, w1, . . . , wi−1, wi+1, . . . , wn), k) = 
q,u
wi
(wwi)
para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Up, cada i ∈ N , cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn .
Observacio´n 5.95 Por tanto, las familias de reglas de poder
(ρq,u)(q,u)∈[0,1)×Up
determinan las familias de expectativas de poder
(q,ux )(q,u,x)∈[0,1)×Up×[0,1]p .
Y, rec´ıprocamente, las familias de expectativas de poder
(q,ux )(q,u,x)∈[0,1)×Up×[0,1]p
determinan las familias de reglas de poder
(ρq,u)(q,u)∈[0,1)×Up
casi seguro w ∈ W pn .
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Proposicio´n 5.96 Para cada q ∈ [0, 1], cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, cada k ∈ N y casi seguro
w ∈ W pn−1(x)
q,ux (w, k) = φ1
(
q; eux((w1, w2, . . . , wn−1), k), . . . , e
u
wn−1((x,w1, . . . , wn−2), k)
)
.
Demostracio´n. Puesto que, por 2.21,
q,ux (w, k) = ρ
q,u
1 ((x/w), k) = φ1(q; r
u
1 ((x/w), k), . . . , r
u
n((x/w), k))
= φ1
(
q; eux((w1, w2, . . . , wn−1), k), . . . , e
u
wn−1((x,w1, . . . , wn−2), k)
)
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn−1(x).
Proposicio´n 5.97 Para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn−1(x)
eux(w, k) =
∫ 1
0
q,ux (w, k) dq .
Demostracio´n. Puesto que, por 5.4,
eux(w, k) = r
u
1 ((x/w), k) =
∫ 1
0
ρq,u1 ((x/w), k) dq =
∫ 1
0
q,ux (w, k) dq
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn−1(x).
Observacio´n 5.98 Por tanto, las familias de expectativas electorales relativas
(eux)(u,x)∈Up×[0,1]p
determinan las familias de expectativas de poder
(q,ux )(q,u,x)∈[0,1)×Up×[0,1]p
casi seguro w ∈ W pn−1(x).
Y, rec´ıprocamente, las familias de expectativas de poder
(q,ux )(q,u,x)∈[0,1)×Up×[0,1]p
determinan las familias de expectativas electorales relativas
(eux)(u,x)∈Up×[0,1]p
casi seguro w ∈ W pn−1(x).
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Proposicio´n 5.99 Para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Up y cada x ∈ [0, 1]p
(′)q,ux (w, k) = 
q,u
x (w
′, k)
para cada w ∈ W pn′−1(x) y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Dado que, por 2.86,
(′)q,ux (w, k) = (ρ
′)q,u1 ((x/w), k) = ρ
q,u
1 ((x/w)
′, k) = ρq,u1 ((x/w
′), k) = q,ux (w
′, k)
para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, cada w ∈ W pn′−1(x) y cada k ∈ N.
Proposicio´n 5.100 En los sistemas ordinales, si x es el h0–e´simo voto de (x/w)
qx(w, k) = φ1
(
q;
ch0(k)
k
,
ch1(k)
k
, . . . ,
chn(k)
k
)
para cada q ∈ [0, 1), cada x ∈ [0, 1], cada k ∈ N y casi seguro w ∈ Wn−1(x).
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 5.8.
Corolario 5.101 (a) En el sistema mayoritario puro,
qx(w, k) =
1, si x > wi para cada i = 1, . . . , n− 1 ,0, si x < wi para algu´n i = 1, . . . , n− 1 ,
para cada q ∈ [0, 1), cada x ∈ [0, 1], cada k ∈ N y casi seguro w ∈ Wn−1(x).
(b) En el sistema igualitario puro, si Bi = 1 o Bi = 0 segu´n x,w1, . . . , wn−1 sean o no uno de
los k − n [ k
n
]
votos mayores de (x/w)
qx(w, k) = φ1
q;
[
k
n
]
+B0
k
,
[
k
n
]
+B1
k
, . . . ,
[
k
n
]
+Bn−1
k

para cada q ∈ [0, 1), cada x ∈ [0, 1], cada k ∈ N y casi seguro w ∈ Wn−1(x).
Observacio´n 5.102 La expectativa de poder del sistema mayoritario puro no depende ni de
q ni de k.
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Proposicio´n 5.103 En los sistemas de cuotas con qk ∈
(
1
k+1
, 1
k
]
, si Bi = 1 o Bi = 0 segu´n
x
qk
−
[
x
qk
]
, w1
k
− [w1
k
]
, . . . , wn−1
k
− [wn−1
k
]
sea uno de los mayores restos o no respectivamente
qx(w, k) = φ1
q;
[
x
qk
]
+B0
k
,
[
w1
qk
]
+B1
k
, . . . ,
[
wn−1
qk
]
+Bn−1
k

para cada q ∈ [0, 1), cada x ∈ [0, 1], cada k ∈ N y casi seguro w ∈ Wn−1(x).
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 5.11.
Corolario 5.104 En el sistema de los mayores restos, si Bi = 1 o Bi = 0 segu´n kx−[kx], kw1−
[kw1], . . . , kwn−1 − [kwn−1] sea uno de los mayores restos o no respectivamente
qx(w, k) = φ1
(
q;
[kx] +B0
k
,
[kw1] +B1
k
, . . . ,
[kwn−1] +Bn−1
k
)
para cada q ∈ [0, 1), cada x ∈ [0, 1], cada k ∈ N y casi seguro w ∈ Wn−1(x).
Proposicio´n 5.105 En los sistemas de divisores con (gd)d≥1 estrictamente creciente, existe
x0 ∈ (0, 1) tal que
qx(w, k) = φ1
q;
[
g−1
(
x
x0
)]
k
,
[
g−1
(
w1
x0
)]
k
, . . . ,
[
g−1
(
wn−1
x0
)]
k

para cada q ∈ [0, 1), cada x ∈ [0, 1], cada k ∈ N y casi seguro w ∈ Wn−1(x).
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 5.13.
Corolario 5.106 En los sistemas de divisores lineales con gd = d+s y s > −1, existe x0 ∈ (0, 1)
tal que
qx(w, k) = φ1
q;
[
x
x0
− s
]
k
,
[
w1
x0
− s
]
k
, . . . ,
[
wn−1
x0
− s
]
k

para cada q ∈ [0, 1), cada x ∈ [0, 1], cada k ∈ N y casi seguro w ∈ Wn−1(x).
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Proposicio´n 5.107 Para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Uzp y cada x ∈ [0, 1]zp
ˆq,ux (w, k) = 
q,u+
xˆ∗ (wˆ
∗), k)
para cada w ∈ W zpn−1(x) y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Dado que por 2.38, para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Uzp y cada x ∈ [0, 1]zp
ˆq,ux (w, k) = ρˆ
q,u
1 ((x/w), k) = ρ
q,u+
1 ((̂x/w)
∗
, k) = ρ
q,u+
1 ((xˆ
∗/wˆ∗), k) = q,u+xˆ∗ (wˆ
∗), k)
para cada w ∈ W zpn−1(x) y cada k ∈ N.
Corolario 5.108 Para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Up y cada x ∈ [0, 1]p
ˆq,ux (w, k) = 
q
xˆ∗(wˆ, k)
para cada w ∈ W pn−1(x) y cada k ∈ N.
Proposicio´n 5.109 En los sistemas ordinales medios, si xˆ es el h0–e´simo voto de (xˆ/wˆ)
q,ux (w, k) = φ1
(
q;
ch0(k)
k
,
ch1(k)
k
, . . . ,
chn(k)
k
)
para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn−1(x).
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 5.8.
Corolario 5.110 (a) En el sistema mayoritario puro medio,
q,ux (w, k) =
1, si xˆ > wˆi para cada i = 1, . . . , n− 1 ,0, si xˆ < wˆi para algu´n i = 1, . . . , n− 1 ,
para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn−1(x).
(b) En el sistema igualitario puro medio, si Bi = 1 o Bi = 0 segu´n xˆ, wˆ1, . . . , wˆn−1 sean o no
uno de los k − n [ k
n
]
votos mayores de (xˆ/wˆ)
q,ux (w, k) = φ1
(
q;
[
k
n
]
+B0
k
,
[
k
n
]
+B1
k
, . . . ,
[
k
n
]
+Bn−1
k
)
para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn−1(x).
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Observacio´n 5.111 La expectativa de poder del sistema mayoritario puro medio no depende
ni de q ni de k.
Proposicio´n 5.112 En los sistemas de cuotas medios con qk ∈
(
1
k+1
, 1
k
]
, si Bi = 1 o Bi = 0
segu´n xˆ
qk
−
[
xˆ
qk
]
, wˆ1
k
− [ wˆ1
k
]
, . . . , wˆn−1
k
−
[
wˆn−1
k
]
sea uno de los mayores restos o no
q,ux (w, k) = φ1
q;
[
xˆ
qk
]
+B0
k
,
[
wˆ1
qk
]
+B1
k
, . . . ,
[
wˆn−1
qk
]
+Bn−1
k

para cada q ∈ [0, 1), cada x ∈ [0, 1]p, cada u ∈ Up, cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn−1(x).
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 5.11.
Corolario 5.113 En el sistema de los mayores restos medio, si Bi = 1 o Bi = 0 segu´n
kxˆ− [kxˆ], kwˆ1 − [kwˆ1], . . . , kwˆn−1 − [kwˆn−1] sea uno de los mayores restos o no
q,ux (w, k) = φ1
(
q;
[kxˆ] +B0
k
,
[kwˆ1] +B1
k
, . . . ,
[kwˆn−1] +Bn−1
k
)
para cada q ∈ [0, 1), cada x ∈ [0, 1]p, cada u ∈ Up, cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn−1(x).
Proposicio´n 5.114 En los sistemas de divisores medios con (gd)d≥1 estrictamente creciente,
existe x0 ∈ (0, 1) tal que
q,ux (w, k) = φ1
q;
[
g−1
(
xˆ
x0
)]
k
,
[
g−1
(
wˆ1
x0
)]
k
, . . . ,
[
g−1
(
wˆn−1
x0
)]
k

para cada q ∈ [0, 1), cada x ∈ [0, 1]p, cada u ∈ Up, cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn−1(x).
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 5.13.
Corolario 5.115 En los sistemas de divisores lineales medios con gd = d+ s y s > −1, existe
x0 ∈ (0, 1) tal que
q,ux (w, k) = φ1
q;
[
xˆ
x0
− s
]
k
,
[
wˆ1
x0
− s
]
k
, . . . ,
[
wˆn−1
x0
− s
]
k

para cada q ∈ [0, 1), cada x ∈ [0, 1]p, cada u ∈ Up, cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn−1(x).
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Proposicio´n 5.116 En los sistemas ordinales suma, si xj es el h0–e´simo voto de (xj/w
j) y wji
el hi–e´simo voto de (xj/w
j) para cada j ∈ P y cada i = 1, . . . , n− 1
(+)q,ux (w, k) = φ1
q;
p∑
j=1
cj
hj0
(R0j (u, k))
k
,
p∑
j=1
cj
hj1
(R0j (u, k))
k
, . . . ,
p∑
j=1
cj
hjn−1
(R0j (u, k))
k

para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn−1(x).
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 5.24.
Corolario 5.117 (a) En el sistema mayoritario puro suma, si H0 es el conjunto de circuns-
cripciones donde xj es el mayor voto de (xj/w
j) y Hi el conjunto de circunscripciones donde
wji es el mayor voto de (xj/w
j) para cada j ∈ P y cada i = 1, . . . , n− 1
(+)q,ux (w, k) = φ1
q; ∑
j∈H0
r0j (u, k),
∑
j∈H1
r0j (u, k), . . . ,
∑
j∈Hn−1
r0j (u, k)

para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn−1(x).
(b) En el sistema igualitario puro suma, si h0 es el nu´mero de circunscripciones donde xj es
uno de los k − n [ k
n
]
votos mayores de (xj/w
j) y hi el nu´mero de circunscripciones donde w
j
i
es uno de los k − n [ k
n
]
votos mayores de (xj/w
j) para cada j ∈ P y cada i = 1, . . . , n− 1
(+)q,ux (w, k) = φ1
(
q;
h0 + p
[
k
n
]
k
,
h1 + p
[
k
n
]
k
, . . . ,
hn−1 + p
[
k
n
]
k
)
para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn−1(x).
Proposicio´n 5.118 En los sistemas de cuotas suma con qk ∈
(
1
k+1
, 1
k
]
, si h0, h1, . . . , hn−1 son el
nu´mero de circunscripciones donde
xj
q
R0j (u,k)
−
[
xj
q
R0j (u,k)
]
,
wj1
q
R0j (u,k)
−
[
wj1
q
R0j (u,k)
]
, . . .,
wjn−1
q
R0j (u,k)
−
[
wjn−1
q
R0j (u,k)
]
son uno de los mayores restos
(+)q,ux (w, k) = φ1
q;
h0 +
p∑
j=1
[
xj
q
R0j (u,k)
]
k
,
h1 +
p∑
j=1
[
wj1
q
R0j (u,k)
]
k
, . . . ,
hn−1 +
p∑
j=1
[
wjn−1
q
R0j (u,k)
]
k

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para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn−1(x).
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 5.26.
Corolario 5.119 En el sistema de los mayores restos suma, si h0, h1, . . . , hn−1 son el nu´mero de
circunscripciones donde R0j (u, k)xj−[R0j (u, k)xj], R0j (u, k)wj1−[R0j (u, k)wj1], . . ., R0j (u, k)wjn−1−
[R0j (u, k)w
j
n−1] son uno de los mayores restos
(+)q,ux (w, k) =
φ1
q;
h0 +
p∑
j=1
[R0j (u, k)xj]
k
,
h1 +
p∑
j=1
[R0j (u, k)w
j
1]
k
, . . . ,
hn−1 +
p∑
j=1
[R0j (u, k)w
j
n−1]
k

para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn−1(x).
Proposicio´n 5.120 En los sistemas de divisores suma con (gd)d≥1 estrictamente creciente,
existe xj0 ∈ (0, 1) para cada j ∈ P tal que
(+)q,ux (w, k) = φ1
q;
p∑
j=1
[
g−1
(
xj
xj0
)]
k
,
p∑
j=1
[
g−1
(
wj1
xj0
)]
k
, . . . ,
p∑
j=1
[
g−1
(
wjn−1
xj0
)]
k

para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn−1(x).
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 5.28.
Corolario 5.121 En los sistemas de divisores lineales suma con gd = d
s y s > −1, existe
xj0 ∈ (0, 1) para cada j ∈ P tal que
(+)q,ux (w, k) = φ1
q;
p∑
j=1
[
xj
xj0
− s
]
k
,
p∑
j=1
[
wj1
xj0
− s
]
k
, . . . ,
p∑
j=1
[
wjn−1
xj0
− s
]
k

para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, cada k ∈ N y casi seguro w ∈ W pn−1(x).
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5.6 Estabilidad en poder parcial
Como en la estabilidad parcial, si se consideran los ı´ndices de poder de Shapley–Shubik se
obtienen la estabilidad, la mayor´ıa, la proporcionalidad y la igualdad en poder parciales.
Definicio´n 5.122 Diremos que un sistema electoral R es q–parcialmente estable en poder
si, y so´lo si, existe
l´ım
k→∞
q,ux (w, k)
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada w ∈ W pn−1(x). Y, en tal caso, a dicho l´ımite lo
denominaremos ı´ndice de estabilidad en poder parcial en x y lo denotaremos
¯q,ux (w) .
Y diremos que es parcialmente estable en poder si,y so´lo si, es q–parcialmente estable en
poder para cada q ∈ [0, 1).
Observacio´n 5.123 Obse´rvese que la q–estabilidad en poder parcial equivale simplemente a
la convergencia de las variables aleatorias discretas
q,u,kx : W
p
n−1(x) −→ R .
Y, en tal caso, tenemos definida la aplicacio´n
¯q,ux : W
p
n−1(x) −→ R .
Proposicio´n 5.124 ¯q,ux es una variable aleatoria.
Demostracio´n. Por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue, ya que las varia-
bles aleatorias q,u,kx esta´n acotadas entre 0 y 1 por definicio´n.
Proposicio´n 5.125 (a) Si R es q–parcialmente estable en poder, para cada u ∈ Up y cada
w ∈ W pn−1
¯q,u(0,...,0)(w) = 0 .
(b) Si R es q–parcialmente estable en poder, para cada u ∈ Up, si 0 es la matriz nula entonces
¯q,u(1,...,1)(0) = 1 .
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 5.93.
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Proposicio´n 5.126 La q–estabilidad en poder implica la q–estabilidad en poder parcial y los
ı´ndices de estabilidad en poder parcial son
¯q,ux (w) = ρ¯
q,u
1 (x/w)
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada w ∈ W pn−1(x).
Demostracio´n. Ya que, por ser R q–estable en poder,
¯q,ux (w) = l´ım
k→∞
q,ux (w, k) = l´ım
k→∞
ρq,u1 ((x/w), k) = ρ¯
q,u
1 (x/w)
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada w ∈ W pn−1(x).
Proposicio´n 5.127 La q–estabilidad en poder parcial implica la q–estabilidad en poder casi
seguro w ∈ W pn y los ı´ndices de estabilidad en poder son
ρ¯q,ui (w) = ¯
q,u
wi
(wwi)
para cada u ∈ Up, cada i ∈ N y casi seguro w ∈ W pn .
Demostracio´n. Puesto que, por 5.95 y ser R q–parcialmente estable en poder,
ρ¯q,ui (x/w) = l´ım
k→+∞
ρq,ui ((x/w), k) = l´ım
k→+∞
q,u
wi
(wwi , k) = ¯
q,u
wi
(wwi)
para cada i ∈ N , cada u ∈ Up y casi seguro w ∈ W pn .
Observacio´n 5.128 Por tanto, si un sistema electoral es estable en poder la familia de apli-
caciones
(ρ¯q,u)(q,u)∈[0,1)×Up
determina la familia
(¯q,ux )(q,u,x)∈[0,1)×Up×[0,1]p .
Y, rec´ıprocamente, si un sistema electoral es parcialmente estable en poder la familia de apli-
caciones
(¯q,ux )(q,u,x)∈[0,1)×Up×[0,1]p
determina casi seguro w ∈ W pn la familia de aplicaciones
(ρ¯q,u)(q,u)∈[0,1)×Up .
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Proposicio´n 5.129 La estabilidad parcial implica la estabilidad en poder parcial casi por
todo q ∈ [0, 1) y casi seguro w ∈ W pn−1(x) y los ı´ndices de estabilidad en poder parcial son
¯q,ux (w) = φ1
(
q; e¯ux(w1, w2, . . . , wn−1), . . . , e¯
u
wn−1(x,w1, . . . , wn−2)
)
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, casi seguro w ∈ W pn−1(x) y casi por todo q ∈ [0, 1).
Demostracio´n. Puesto que, por 2.21 y 5.98 y ser R parcialmente estable,
¯q,ux (w) = l´ım
k→+∞
q,ux (w, k) =
l´ım
k→+∞
φ1
(
q; eux((w1, w2, . . . , wn−1), k), . . . , e
u
wn−1((x,w1, . . . , wn−2), k)
)
= φ1
(
q; e¯ux(w1, w2, . . . , wn−1), . . . , e¯
u
wn−1(x,w1, . . . , wn−2)
)
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, casi seguro w ∈ W pn−1(x) y casi por todo q ∈ [0, 1).
Proposicio´n 5.130 La estabilidad en poder parcial implica la estabilidad parcial casi seguro
w ∈ W pn−1(x) y casi por todo q ∈ [0, 1) y los ı´ndices de estabilidad en poder parcial son
e¯ux(w) =
∫ 1
0
¯q,ux (w)
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, casi por todo q ∈ [0, 1) y casi seguro w ∈ W pn−1(x).
Demostracio´n. Puesto que, por 5.97 y ser R parcialmente estable en poder,
e¯ux(w) = l´ım
k→+∞
eux(w) = l´ım
k→+∞
∫ 1
0
q,ux (w) =
∫ 1
0
l´ım
k→+∞
q,ux (w) =
∫ 1
0
¯q,ux (w)
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, casi por todo q ∈ [0, 1) y casi seguro w ∈ W pn−1(x).
Observacio´n 5.131 Por tanto, si un sistema es parcialmente estable la familia de aplicaciones
(e¯ux)(u,x)∈Up×[0,1]p
determina casi por todo q ∈ [0, 1) y casi seguro w ∈ W pn−1(x) la familia de aplicaciones
(¯q,ux )(q,u,x)∈[0,1)×Up×[0,1]p .
Y, rec´ıprocamente, si es parcialmente estable en poder entonces la familia de aplicaciones
(¯q,ux )(q,u,x)∈[0,1)×Up×[0,1]p
determina casi por todo q ∈ [0, 1) y casi seguro w ∈ W pn−1(x) la familia de aplicaciones
(e¯ux)(u,x)∈Up×[0,1]p .
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Proposicio´n 5.132 Los sistemas ordinales asinto´ticos son parcialmente estables en poder casi
por todo q ∈ [0, 1) y los ı´ndices de estabilidad en poder parcial son
¯qx(w) = φ1 (q; c¯h1 , . . . , c¯hn) ,
donde h1 es el orden del voto x entre los votos de (x/w).
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 5.59 y 5.126.
Proposicio´n 5.133 Los sistemas de cuotas son parcialmente estables en poder casi por todo
q ∈ [0, 1) y los ı´ndices de estabilidad en poder parcial son
¯qx(w) = φ1 (q; x1, . . . , xn) .
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 5.60 y 5.126.
Proposicio´n 5.134 Los sistemas de divisores t–asinto´ticos son parcialmente estables en poder
casi por todo q ∈ [0, 1) y los ı´ndices de estabilidad en poder parcial son
¯qx(w) = φ1
(
q; x
1/t
x
1/t+w
1/t
1 +...+w
1/t
n−1
,
w
1/t
1
x
1/t+w
1/t
1 +...+w
1/t
n−1
, . . . ,
w
1/t
n−1
x
1/t+w
1/t
1 +...+w
1/t
n−1
)
.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 5.61 y 5.126.
Ejemplo 5.135 Consideremos el ejemplo 5.62. Entonces, para el voto x = 0.4 y la tabla de
votos
i=1 i=2 i=3
0.3 0.2 0.1
entonces, teniendo en cuenta el ejemplo 1.280, tenemos que el ı´ndice de estabilidad en poder
parcial correspondiente al valor 0.1 es
ρ¯0.4(0.3, 0.2, 0.1) =
1
3
.
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Proposicio´n 5.136 La extensio´n media de un sistema electoral q–parcialmente estable en
poder es q–parcialmente estable en poder y los ı´ndices de estabilidad en poder parcial son
¯ˆux(w) = ¯
u+
xˆ∗ (wˆ
∗)
para cada u ∈ Uzp y cada w ∈ W zpn−1(x).
Demostracio´n. Puesto que, por 2.44 y ser R parcialmente estable,
¯ˆux(w) = l´ım
k→∞
ˆux(w, k) = l´ım
k→∞

u+
xˆ∗ (wˆ
∗, k) = ¯u+xˆ∗ (wˆ
∗)
para cada u ∈ Uzp, cada x ∈ [0, 1]zp y cada w ∈ W zpn−1(x).
Corolario 5.137 Los sistemas electorales medios de sistemas simples q–parcialmente estables
en poder son q–parcialmente estables en poder y los ı´ndices de estabilidad en poder parcial son
¯ˆux(w) = ¯xˆ(wˆ)
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada w ∈ W pn−1(x).
Proposicio´n 5.138 Los sistemas ordinales medios asinto´ticos son parcialmente estables en
poder casi por todo q ∈ [0, 1) y, si h0 es el orden del voto xˆ entre los votos de (xˆ/wˆ), los ı´ndices
de estabilidad en poder parcial son
¯ˆq,ux (w) = φ1(q; c¯h0 , c¯h1 , . . . , c¯hn) .
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 5.132 y 5.137.
Proposicio´n 5.139 Los sistemas de cuotas medios son parcialmente estables en poder casi
por todo q ∈ [0, 1) y los ı´ndices de estabilidad en poder parcial son
¯ˆq,ux (w) = φ1 (q; xˆ, wˆ1, . . . , wˆn−1) .
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 5.133 y 5.137.
Proposicio´n 5.140 Los sistemas de divisores medios t–asinto´ticos son parcialmente estables
en poder casi por todo q ∈ [0, 1) y los ı´ndices de estabilidad en poder parcial son
¯ˆq,ux (w) = φ1
(
q; xˆ
1/t
xˆ
1/t+wˆ
1/t
1 +...+wˆ
1/t
n−1
,
wˆ
1/t
1
xˆ
1/t+wˆ
1/t
1 +...+w
1/t
n−1
, . . . ,
wˆ
1/t
n−1
xˆ
1/t+wˆ
1/t
1 +...+wˆ
1/t
n−1
)
.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 5.134 y 5.137.
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Proposicio´n 5.141 Los sistemas ordinales suma asinto´ticos respecto de uno estable son par-
cialmente estables en poder casi por todo q ∈ [0, 1) y los ı´ndices de estabilidad en poder parcial
son
(¯+)q,ux (w) = φ1
(
q;
p∑
j=1
r¯0j (u) c¯
j
hj0
,
p∑
j=1
r¯0j (u) c¯
j
hj1
, . . . ,
p∑
j=1
r¯0j (u) c¯
j
hjn−1
)
,
si xj es el h
j
0–e´simo voto de (xj/w
j) para cada j ∈ P .
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 5.68 y 5.126.
Proposicio´n 5.142 Los sistemas de cuotas suma respecto de uno estable son parcialmente
estables en poder casi por todo q ∈ [0, 1) y los ı´ndices de estabilidad en poder parcial son
(¯+)q,ux (w) = φ1
(
q;
p∑
j=1
r¯0j (u)xj,
p∑
j=1
r¯0j (u)w
j
1, . . . ,
p∑
j=1
r¯0j (u)w
j
n−1
)
.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 5.69 y 5.126.
Proposicio´n 5.143 Los sistemas de divisores suma t–asinto´ticos respecto de uno estable son
parcialmente estables en poder casi por todo q ∈ [0, 1) y los ı´ndices de estabilidad en poder
parcial son
(¯+)q,ux (w) = φ1
(
q;
p∑
j=1
r¯0j (u) · x
1/t
j
x
1/t
j +w
j
1
1/t
+...+wjn−1
1/t
,
p∑
j=1
r¯0j (u) · w
j
1
1/t
x
1/t
j +w
j
1
1/t
+...+wjn−1
1/t
, . . . ,
p∑
j=1
r¯0j (u) · w
j
n−1
1/t
x
1/t
j +w
j
1
1/t
+...+wjn−1
1/t
)
.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 5.70 y 5.126.
Proposicio´n 5.144 La q–estabilidad en poder parcial es hereditaria y los ı´ndices de estabilidad
en poder parcial son
(¯′)q,ux (w) = ¯
q,u
x (w
′)
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada w ∈ W pn′−1(x).
Demostracio´n. Ya que, por 2.89 y ser R q–parcialmente estable en poder,
(¯′)q,ux (w) = l´ım
k→∞
(′)q,ux (w, k) = l´ım
k→∞
q,ux (w
′, k) = ¯q,ux (w
′)
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada w ∈ W pn′−1(x).
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5.6.1 Mayor´ıa, proporcionalidad e igualdad en poder parciales
Definicio´n 5.145 Diremos que un sistema electoral R es q–parcialmente mayoritario en
poder si, y so´lo si, para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada w ∈
︷ ︸︸ ︷
W pn−1(x)
¯q,ux (w) =
1 , si xˆ > wˆi para cada i = 1, . . . , n− 1 ,0 , si xˆ < wˆi para algu´n i = 1, . . . , n− 1 .
Y diremos que es parcialmente mayoritario en poder si, y so´lo si, es q–parcialmente
mayoritario en poder para cada q ∈ [0, 1).
Observacio´n 5.146 Es interesante observar que el valor del caso de mayor´ıa en poder parcial
definido anteriormente es la expectativa de poder del sistema mayoritario puro medio vista en
5.110 que, como se observo´ en 5.111, no depend´ıa de k.
Definicio´n 5.147 Diremos que un sistema electoral R es q–parcialmente proporcional en
poder si, y so´lo si, para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada w ∈ W pn−1(x)
¯q,ux (w) = φ1(q; xˆ, wˆ1, . . . , wˆn−1) .
Y diremos que es parcialmente proporcional en poder si, y so´lo si, es q–parcialmente
proporcional en poder para cada q ∈ [0, 1).
Definicio´n 5.148 Diremos que un sistema electoral R es q–parcialmente igualitario en
poder si, y so´lo si, para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada w ∈ W pn−1(x)
¯q,ux (w) =
1
n
.
Y diremos que es parcialmente igualitario en poder si, y so´lo si, es q–parcialmente iguali-
tario en poder para cada q ∈ [0, 1).
Proposicio´n 5.149 Los sistemas electorales mayoritarios e igualitarios son parcialmente es-
tables en poder casi seguro w ∈ W pn−1(x); y los proporcionales, parcialmente estables en poder.
Demostracio´n. Puesto que las condiciones anteriores se verifican en W pn−1(x) −
︷ ︸︸ ︷
W pn−1(x),
W pn−1(x)−W pn−1(x) y W pn−1(x) respectivamente, y los dos primeros son de medida nula.
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Proposicio´n 5.150 (a) La q–mayor´ıa en poder implica la q–mayor´ıa en poder parcial.
(b) La q–proporcionalidad en poder implica la q–proporcionalidad en poder parcial.
(c) La q–igualdad en poder implica la q–igualdad en poder parcial.
Demostracio´n. (a) Ya que, por 5.126 y ser R q–mayoritario en poder,
¯q,ux (w) = ρ¯
q,u
1 (x/w) =
1 , si xˆ > wˆi para cada i = 1, . . . , n− 1 ,0 , si xˆ < wˆi para algu´n i = 1, . . . , n− 1 ,
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada w ∈
︷ ︸︸ ︷
W pn−1(x).
(b) Puesto que, por 5.126 y ser R q–proporcional en poder,
¯q,ux (w) = ρ¯
q,u
1 (x/w) = φ1(q; xˆ, wˆ1, . . . , wˆn−1)
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada w ∈ W pn−1(x).
(c) Dado que, por 5.126 y ser R q–igualitario en poder,
¯q,ux (w) = ρ¯
q,u
1 (x/w) =
1
n
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada w ∈ W pn−1(x).
Proposicio´n 5.151 (a) La q–mayor´ıa en poder parcial implica la q–mayor´ıa en poder casi por
todo q ∈ [0, 1).
(b) La q–proporcionalidad en poder parcial implica la q–proporcionalidad en poder casi por
todo q ∈ [0, 1).
(c) La q–igualdad en poder parcial implica la q–igualdad en poder casi por todo q ∈ [0, 1).
Demostracio´n. (a) Ya que, por 5.127 y 5.95 y ser R q–parcialmente mayoritario en poder,
ρ¯q,ui (w) = ¯
q,u
wi
(wwi) =
1 , si wˆi > wˆh para cada h 6= i ,0 , si wˆi < wˆh para algu´n h 6= i ,
para cada i ∈ N , cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada w ∈
︷ ︸︸ ︷
W pn−1(x).
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(b) Puesto que, por 5.127 y 5.95 y ser R q–parcialmente proporcional en poder,
ρ¯q,ui (w) = ¯
q,u
wi
(wwi) = φ(q; wˆ1, . . . , wˆn)
para cada i ∈ N , cada u ∈ Up cada x ∈ [0, 1]p y cada w ∈ W pn .
(c) Dado que, por 5.127 y 5.95 y ser R (q, x)–parcialmente igualitario en poder
ρ¯q,ui (w) = ¯
q,u
wi
(wwi) =
1
n
para cada i ∈ N , cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada w ∈ W pn .
Proposicio´n 5.152 (a) La mayor´ıa parcial implica la mayor´ıa en poder parcial casi seguro
w ∈ W pn−1(x) y casi por todo q ∈ [0, 1).
(b) La proporcionalidad parcial implica la proporcionalidad en poder parcial casi seguro w ∈
W pn−1(x) y casi por todo q ∈ [0, 1).
(c) La igualdad parcial implica la igualdad en poder parcial casi seguro w ∈ W pn−1(x) y casi
por todo q ∈ [0, 1).
Demostracio´n. (a) Ya que, por 5.129 y ser R parcialmente mayoritario,
¯q,ux (w) = φ1
(
q; e¯ux(w1, w2, . . . , wn−1), . . . , e¯
u
wn−1(x,w1, . . . , wn−2)
)
=1 , si xˆ > wˆi para cada i = 1, . . . , n− 1 ,0 , si xˆ < wˆi para algu´n i = 1, . . . , n− 1 ,
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, casi por todo q ∈ [0, 1) y casi seguro w ∈
︷ ︸︸ ︷
W pn−1(x).
(b) Dado que, por 5.129 y ser R parcialmente proporcional,
¯q,ux (w) = φ1
(
q; e¯ux(w1, w2, . . . , wn−1), . . . , e¯
u
wn−1(x,w1, . . . , wn−2)
)
= φ1(q; xˆ, wˆ1, . . . , wˆn−1)
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, casi por todo q ∈ [0, 1) y casi seguro w ∈ W pn−1(x).
(c) Puesto que, por 5.129 y ser R parcialmente igualitario,
¯q,ux (w) = φ1
(
q; e¯ux(w1, w2, . . . , wn−1), . . . , e¯
u
wn−1(x,w1, . . . , wn−2)
)
=
1
n
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, casi por todo q ∈ [0, 1) y casi seguro w ∈ W pn−1(x).
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Proposicio´n 5.153 (a) La mayor´ıa en poder parcial implica la mayor´ıa parcial casi seguro
w ∈ W pn−1(x) y casi por todo q ∈ [0, 1).
(b) La proporcionalidad en poder parcial implica la proporcionalidad parcial casi seguro w ∈
W pn−1(x) y casi por todo q ∈ [0, 1).
(c) La igualdad en poder parcial implica la igualdad parcial casi seguro w ∈ W pn−1(x) y casi
por todo q ∈ [0, 1).
Demostracio´n. (a) Ya que, por 5.130 y ser R parcialmente mayoritario en poder,
e¯ux(w) =
∫ 1
0
¯q,ux (w) =

∫ 1
0
1 dq = 1 , si xˆ > wˆi para cada i = 1, . . . , n− 1 ,∫ 1
0
0 dq = 0 , si xˆ < wˆi para algu´n i = 1, . . . , n− 1 ,
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, casi seguro w ∈
︷ ︸︸ ︷
W pn−1(x) y casi por todo q ∈ [0, 1).
(b) Dado que, por 5.130 y ser R parcialmente proporcional en poder,
e¯ux(w) =
∫ 1
0
¯q,ux (w) =
∫ 1
0
φ1(q; xˆ, wˆ1, . . . , wˆn−1) dq = xˆ
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, casi seguro w ∈ W pn−1(x) y casi por todo q ∈ [0, 1).
(c) Puesto que, por 5.130 y ser R parcialmente igualitario en poder,
e¯ux(w) =
∫ 1
0
¯q,ux (w) =
∫ 1
0
1
n
dq =
1
n
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p, casi seguro w ∈ W pn−1(x) y casi por todo q ∈ [0, 1).
Proposicio´n 5.154 (a) Los sistemas ordinales asinto´ticos de ma´xima dispersio´n y mı´nima
dispersio´n son parcialmente mayoritarios y parcialmente igualitarios en poder casi por todo
q ∈ [0, 1), respectivamente.
(b) Los sistemas de cuotas son parcialmente proporcionales en poder casi por todo q ∈ [0, 1).
(c) Los sistemas de divisores 0–asinto´ticos, 1–asinto´ticos y +∞–asinto´ticos son parcialmente
mayoritarios en poder, parcialmente proporcionales en poder y parcialmente igualitarios en
poder casi por todo q ∈ [0, 1), respectivamente.
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Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 5.78 y 5.150.
Corolario 5.155 (a) Los sistemas mayoritario e igualitario puros son parcialmente mayoritario
en poder y parcialmente igualitario en poder casi por todo q ∈ [0, 1), respectivamente.
(b) El sistema de los mayores restos es parcialmente proporcional en poder casi por todo
q ∈ [0, 1).
(c) Los sistemas de divisores lineales –y, en particular, el de Hondt– son parcialmente propor-
cionales en poder casi por todo q ∈ [0, 1).
Proposicio´n 5.156 (a) La extensio´n media de un sistema electoral q–parcialmente mayoritario
en poder es q–parcialmente mayoritaria en poder.
(b) La extensio´n media de un sistema electoral q–parcialmente proporcional en poder es q–
parcialmente proporcional en poder.
(c) La extensio´n media de un sistema electoral q–parcialmente igualitario en poder es q–
parcialmente igualitaria en poder.
Demostracio´n. (a) Ya que, por 1.72 y 5.63 y ser R q–mayoritario en poder,
ˆ
q,u
x (w) = ρ¯
q,u+
x∗ (wˆ
∗) =
1 , si xˆ = u+ · xˆ∗ > u+ · wˆ∗i = wˆi para cada i = 1, . . . , n− 1 ,0 , si xˆ = u+ · xˆ∗ < u+ · wˆ∗i = wˆi para algu´n i = 1, . . . , n− 1 ,
para cada u ∈ Uzp, cada x ∈ [0, 1]zp y cada w ∈
︷ ︸︸ ︷
W zpn−1(x).
(b) Dado que, por 1.72 y 5.63 y ser R q–proporcional en poder,
ˆ
q,u
x (w) = ¯
q,u+
x∗ (wˆ
∗) = φ1(q; u+ · xˆ+, u+ · wˆ∗1, . . . , u+ · wˆ∗n−1) = φ1(q; xˆ, wˆ1, . . . , wˆn−1)
para cada u ∈ Uzp, cada x ∈ [0, 1]zp y cada w ∈ W zpn−1(x).
(c) Puesto que, por 5.63 y ser R q–igualitario en poder,
ˆ
q,u
x (w) = ¯
q,u+
x∗ (wˆ
∗) =
1
n
para cada u ∈ Uzp, cada x ∈ [0, 1]zp y cada w ∈ W zpn−1(x).
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Corolario 5.157 (a) Los sistemas electorales medios de sistemas electorales simples q–parcial-
mente mayoritarios en poder son q–parcialmente mayoritarios en poder.
(b) Los sistemas electorales medios de sistemas electorales simples q–parcialmente proporcio-
nales en poder son q–parcialmente proporcionales en poder.
(c) Los sistemas electorales medios de sistemas electorales simples q–parcialmente igualitarios
en poder son q–parcialmente igualitarios en poder.
Proposicio´n 5.158 (a) Los sistemas ordinales medios asinto´ticos de ma´xima dispersio´n y
mı´nima dispersio´n son parcialmente mayoritarios en poder y parcialmente igualitarios en poder
casi por todo q ∈ [0, 1), respectivamente .
(b)Los sistemas de cuotas medios son q–parcialmente proporcionales en poder casi por todo
q ∈ [0, 1).
(c) Los sistemas de divisores medios 0–asinto´ticos, 1–asinto´ticos y +∞–asinto´ticos son q–
parcialmente mayoritarios en poder, q–parcialmente proporcionales en poder y q–parcialmente
igualitarios en poder casi por todo q ∈ [0, 1), respectivamente.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 5.154 y 5.157.
Corolario 5.159 (a) Los sistemas mayoritario e igualitario puros medios son parcialmente
mayoritario en poder y parcialmente igualitario en poder casi por todo q ∈ [0, 1), respectiva-
mente.
(b) El sistema de los mayores restos medio es parcialmente proporcional en poder casi por todo
q ∈ [0, 1).
(c) Los sistemas de divisores lineales medios –y, en particular, el de Hondt medio– son parcial-
mente proporcionales en poder casi por todo q ∈ [0, 1).
Proposicio´n 5.160 (a) Los sistemas ordinales suma asinto´ticos de mı´nima dispersio´n respecto
de uno simple estable son parcialmente igualitarios en poder casi por todo q ∈ [0, 1).
(b) Los sistemas de cuotas suma respecto de uno simple proporcional son parcialmente pro-
porcionales en poder casi por todo q ∈ [0, 1).
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(c) Los sistemas de divisores suma 1–asinto´ticos y +∞–asinto´ticos respecto de uno simple
proporcional y uno simple estable son parcialmente proporcionales en poder y parcialmente
igualitarios en poder casi por todo q ∈ [0, 1), respectivamente.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 5.84 y 5.150.
Corolario 5.161 (a) El sistema igualitario puro suma respecto de uno simple estable es par-
cialmente igualitario en poder casi por todo q ∈ [0, 1).
(b) El sistema de los mayores restos suma respecto de uno simple proporcional es parcialmente
proporcional en poder casi por todo q ∈ [0, 1).
(c) Los sistemas de divisores lineales suma –y, en particular, el de Hondt suma– respecto de
uno simple proporcional son parcialmente proporcionales en poder casi por todo q ∈ [0, 1).
Proposicio´n 5.162 (a) La q–mayor´ıa en poder parcial es hereditaria.
(b) La q–proporcionalidad en poder parcial es hereditaria.
Demostracio´n. (a) Ya que, por 1.168, 5.144 y ser R q–parcialmente mayoritario en poder,
(¯′)q,ux (w) = ¯
q,u
x (w
′) =
1 , si xˆ > ŵ′i = wˆi para cada i = 1, . . . , n′ − 1 ,0 , si xˆ < ŵ′i = wˆi para algu´n i = 1, . . . , n′ − 1
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada w ∈
︷ ︸︸ ︷
W pn′−1(x).
(b) Dado que, por 1.168, 5.144 y ser R q–parcialmente proporcional en poder,
(¯′)q,ux (w) = ¯
q,u
x (w
′) = φ1(q ; xˆ, ŵ′1, . . . , ŵ′n′−1) = φ1(q ; xˆ, wˆ1, . . . , wˆn′−1)
para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada w ∈ W pn′−1(x).
Observacio´n 5.163 La q–igualdad en poder parcial no es hereditaria, ya que el hecho que
¯q,ux (w) =
1
n
no implica que
(¯′)q,ux (w) =
1
n′
.
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5.7 Expectativa de poder media
Si, como en el caso de la expectativa de poder media, consideramos la esperanza matema´tica
de las expectativas de poder obtenemos el concepto de expectativa de poder media.
Definicio´n 5.164 Denominamos expectativa de poder media del vector de votos x ∈ [0, 1]p
cuando se eligen k ∈ N representantes correspondiente a la cuota q ∈ [0, 1) y el vector de pesos
u ∈ Up a la esperanza matema´tica de la variable aleatoria discreta q,u,kx
q,u(x, k) = µ(q,u,kx ) =
n!∑
s=0
s
n!
· Pu,x
(
q,u,kx =
s
n!
)
.
Tenemos, as´ı, una familia
(q,u)(q,u)∈[0,1)×Up
de funciones
q,u : [0, 1]p × N −→ R .
Y podemos considerar, asimismo, las funciones
q,u,k : [0, 1]p −→ R
obtenidas fijando el valor de k ∈ N.
Proposicio´n 5.165 Para cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N
0 ≤ q,u(x, k) ≤ k .
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de la definicio´n anterior y 5.92.
Proposicio´n 5.166 (a) Para cada u ∈ Up y cada k ∈ N
q,u ((0, . . . , 0), k) = 0 y q,u ((1, . . . , 1), k) = k .
(b) Para cada u ∈ Up y cada x 6= (1, . . . , 1)
q,u(x, 0) = 0 .
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de la definicio´n anterior y 5.93.
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Proposicio´n 5.167 Las expectativas de poder medias de los sistemas ordinales son
q(x, k) =
n!∑
s=0
s
n!
· Px
(
φ1
(
q;
ch0(k)
k
,
ch1(k)
k
, . . . ,
chn(k)
k
)
=
s
n!
)
para cada q ∈ [0, 1), cada x ∈ [0, 1] y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 5.100.
Proposicio´n 5.168 (a) La expectativa de poder media del sistema mayoritario puro es
q(x, k) =
V ({w ∈ Wn−1(x) : x > wi para cada i = 1, . . . , n− 1})√
n− 1
(n− 2)! (1− x)
n−2
para cada q ∈ [0, 1), cada x ∈ [0, 1] y cada k ∈ N.
(b) La expectativa de poder media del sistema igualitario puro es
q(x, k) =
n!∑
s=0
s
n!
· Px
(
φ1
(
q;
[
k
n
]
+B0
k
,
q;
[
k
n
]
+B1
k
, . . . ,
[
k
n
]
+Bn−1
k
)
=
s
n!
)
para cada q ∈ [0, 1), cada x ∈ [0, 1] y cada k ∈ N.
Demostracio´n. (a) Puesto que, por 5.167, es
q(x, k) =
V (w ∈ Wn−1(x) : ρq1((x/w), k) = 1)√
n− 1
(n− 2)! (1− x)
n−2
.
Pero, como el vector
(r1((x/w), k), . . . , rn((x/w), k))
consta de un uno y n− 1 ceros en el sistema mayoritario puro, se deduce que
ρq1((x/w), k) = 1
si, y so´lo si,
r1((x/w), k) = 1 ,
que equivale a que
x > wi
para cada i = 1, . . . , n− 1.
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Observacio´n 5.169 La expectativa de poder media del sistema mayoritario puro no depende
ni de q ni de k.
Proposicio´n 5.170 Las expectativas de poder medias de los sistemas de cuotas con qk ∈(
1
k+1
, 1
k
]
, son
q(x, k) =
n!∑
s=0
s
n!
· Px
φ1
q;
[
x
qk
]
+B0
k
,
[
w1
qk
]
+B1
k
, . . . ,
[
wn−1
qk
]
+Bn−1
k
 = s
n!

para cada q ∈ [0, 1), cada x ∈ [0, 1] y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 5.103.
Corolario 5.171 La expectativa de poder media del sistema de los mayores restos es
q(x, k) =
n!∑
s=0
s
n!
· Px
(
φ1
(
q;
[kx] +B0
k
,
[kw1] +B1
k
, . . . ,
[kwn−1] +Bn−1
k
)
=
s
n!
)
para cada q ∈ [0, 1), cada x ∈ [0, 1] y cada k ∈ N.
Proposicio´n 5.172 Las expectativas de poder medias de los sistemas de divisores con (gd)d≥1
estrictamente creciente, son
q(x, k) =
n!∑
s=0
s
n!
· Px
φ1
q;
[
g−1
(
x
x0
)]
k
,
[
g−1
(
w1
x0
)]
k
, . . . ,
[
g−1
(
wn−1
x0
)]
k
 = s
n!

para cada q ∈ [0, 1), cada x ∈ [0, 1] y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 5.105.
Corolario 5.173 Las expectativas de poder medias de los sistemas de divisores lineales con
gd = d+ s y s > −1, son
q(x, k) =
n!∑
s=0
s
n!
· Px
φ1
q;
[
x
x0
− s
]
k
,
[
w1
x0
− s
]
k
, . . . ,
[
wn−1
x0
− s
]
k
 = s
n!

para cada q ∈ [0, 1), cada x ∈ [0, 1] y cada k ∈ N.
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Proposicio´n 5.174 Si  y ˆ son las expectativas de poder medias de un sistema electoral R y
de su extensio´n media Rˆ entonces
ˆq,u(x, k) = q,u+ (xˆ∗, k)
para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Uzp, cada x ∈ [0, 1]zp y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Puesto que
ˆq,u(x, k) =
n!∑
s=0
s
n!
· Pˆu,x
(
ˆu,kx =
s
n!
)
=
n!∑
s=0
s
n!
· Pu+,xˆ∗
(

q,u+,k
xˆ∗ =
s
n!
)
= q,u+(xˆ∗, k)
para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Uzp, cada x ∈ [0, 1]zp y cada k ∈ N.
Corolario 5.175 Si  y ˆ son las expectativas de poder medias de un sistema electoral simple
R y su sistema electoral medio Rˆ entonces
ˆq,u(x, k) = q(xˆ, k)
para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
Proposicio´n 5.176 Las expectativas de poder medias de los sistemas ordinales medios son
ˆq,u(x, k) =
n!∑
s=0
s
n!
· Pxˆ
(
φ1
(
q;
cj0(k)
k
,
cj1(k)
k
, . . . ,
cjn(k)
k
)
=
s
n!
)
para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 5.167 y 5.175.
Proposicio´n 5.177 (a) La expectativa de poder media del sistema mayoritario puro medio es
ˆq,u(x, k) =
V ({wˆ ∈ Wn−1(xˆ) : xˆ > wˆi para cada i = 1, . . . , n− 1})√
n− 1
(n− 2)! (1− xˆ)
n−2
para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
(b) La expectativa de poder media del sistema igualitario puro medio es
ˆq,u(x, k) =
n!∑
s=0
s
n!
· Pxˆ
(
φ1
(
q;
[
k
n
]
+B0
k
,
q;
[
k
n
]
+B1
k
, . . . ,
[
k
n
]
+Bn−1
k
)
=
s
n!
)
para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
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Observacio´n 5.178 La expectativa de poder media del sistema mayoritario puro medio no
depende ni de q ni de k.
Proposicio´n 5.179 Las expectativas de poder medias de los sistemas de cuotas medios con
qk ∈
(
1
k+1
, 1
k
]
, son
ˆq,u(x, k) =
n!∑
s=0
s
n!
· Pxˆ
φ1
q;
[
xˆ
qk
]
+B0
k
,
[
wˆ1
qk
]
+B1
k
, . . . ,
[
wˆn−1
qk
]
+Bn−1
k
 = s
n!

para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 5.170 y 5.175.
Corolario 5.180 La expectativa de poder media del sistema de los mayores restos medio es
ˆq,u(x, k) =
n!∑
s=0
s
n!
· Pxˆ
(
φ1
(
q;
[kxˆ] +B0
k
,
[kwˆ1] +B1
k
, . . . ,
[kwˆn−1] +Bn−1
k
)
=
s
n!
)
para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
Proposicio´n 5.181 Las expectativas de poder medias de los sistemas de divisores medios con
(gd)d≥1 estrictamente creciente, son
ˆq,u(x, k) =
n!∑
s=0
s
n!
· Pxˆ
φ1
q;
[
g−1
(
xˆ
x0
)]
k
,
[
g−1
(
wˆ1
x0
)]
k
, . . . ,
[
g−1
(
wˆn−1
x0
)]
k
 = s
n!

para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 5.172 y 5.175.
Corolario 5.182 Las expectativas de poder medias de los sistemas de divisores lineales medios
con gd = d+ s y s > −1, son
ˆq,u(x, k) =
n!∑
s=0
s
n!
· Pxˆ
φ1
q;
[
xˆ
x0
− s
]
k
,
[
wˆ1
x0
− s
]
k
, . . . ,
[
wˆn−1
x0
− s
]
k
 = s
n!

para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
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Proposicio´n 5.183 Las expectativas de poder medias de los sistemas ordinales suma son
ˆq,u(x, k) =
n!∑
s=0
s
n!
·
·Pu,x
φ1
q;
p∑
j=1
cj
hj0
(R0j (u, k))
k
,
p∑
j=1
cj
hj1
(R0j (u, k))
k
, . . . ,
p∑
j=1
cj
hjn−1
(R0j (u, k))
k
 = sn!

para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 5.116.
Corolario 5.184 (a) La expectativa de poder media del sistema mayoritario puro suma es
ˆq,u(x, k) =
n!∑
s=0
s
n!
· Pu,x
φ1
q; ∑
j∈H0
r0j (u, k),
∑
j∈H1
r0j (u, k), . . . ,
∑
j∈Hn−1
r0j (u, k)
 = s
n!

para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
(b) La expectativa de poder media del sistema igualitario puro suma es
ˆq,u(x, k) =
n!∑
s=0
s
n!
· Pu,x
(
φ1
(
q;
h0 + p
[
k
n
]
k
,
h1 + p
[
k
n
]
k
, . . . ,
hn−1 + p
[
k
n
]
k
)
=
s
n!
)
para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
Proposicio´n 5.185 Las expectativas de poder medias de los sistemas de cuotas suma con
qk ∈
(
1
k+1
, 1
k
]
, son
ˆq,u(x, k) =
n!∑
s=0
s
n!
·
·Pu,x
φ1
q;
h0 +
p∑
j=1
[
xj
q
R0j (u,k)
]
k
,
h1 +
p∑
j=1
[
wj1
q
R0j (u,k)
]
k
, . . . ,
hn−1 +
p∑
j=1
[
wjn−1
q
R0j (u,k)
]
k
 = sn!

para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 5.118.
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Corolario 5.186 La expectativa de poder media del sistema de los mayores restos suma es
ˆq,u(x, k) =
n!∑
s=0
s
n!
·
·Pu,x
φ1
q;
h0 +
p∑
j=1
[R0j (u, k)xj]
k
,
h1 +
p∑
j=1
[R0j (u, k)w
j
1]
k
, . . . ,
hn−1 +
p∑
j=1
[R0j (u, k)w
j
n−1]
k

=
s
n!
)
para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
Proposicio´n 5.187 Las expectativas de poder medias de los sistemas de divisores suma con
(gd)d≥1 estrictamente creciente, son
ˆq,u(x, k) =
n!∑
s=0
s
n!
·
·Pu,x
φ1
q;
p∑
j=1
[
g−1
(
xj
xj0
)]
k
,
p∑
j=1
[
g−1
(
wj1
xj0
)]
k
, . . . ,
p∑
j=1
[
g−1
(
wjn−1
xj0
)]
k
 = sn!

para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
Corolario 5.188 Las expectativas de poder medias de los sistemas de divisores lineales suma
con gd = d+ s y s > −1, son
ˆq,u(x, k) =
n!∑
s=0
s
n!
· Pu,x
φ1
q;
p∑
j=1
[
xj
xj0
− s
]
k
,
p∑
j=1
[
wj1
xj0
− s
]
k
, . . . ,
p∑
j=1
[
wjn−1
xj0
− s
]
k
 = sn!

para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Up, cada x ∈ [0, 1]p y cada k ∈ N.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 5.120.
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5.8 Estabilidad en poder y media
Como en el caso de la estabilidad en media, si se considera la misma idea pero con los ı´ndices
de poder de Shapley–Shubik, se obtienen los conceptos de estabilidad en poder y media y, en
particular, los de mayor´ıa, proporcionalidad e igualdad en poder y media.
Definicio´n 5.189 Diremos que el sistema electoral R es q–estable en poder y media si, y
so´lo si, existe
l´ım
k→∞
q,u(x, k)
para cada u ∈ Up y cada x ∈ [0, 1]p.
Y, en tal caso, a dicho l´ımite lo denominaremos ı´ndice de estabilidad en poder y media
y lo denotaremos
¯q,u(x) .
Y diremos que es parcialmente estable en poder y media si,y so´lo si, es q–parcialmente
estable en poder y media para cada q ∈ [0, 1).
En particular, si R es q–estable en poder y media queda definida la aplicacio´n
¯q,u : [0, 1)p −→ R .
Proposicio´n 5.190 Si R es q–estable en poder y media entonces
0 ≤ ¯q,u(x) ≤ 1 .
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de la definicio´n anterior y de 5.165.
Proposicio´n 5.191 Si R es un sistema electoral q–estable en poder y media entonces
¯q,u(0, . . . , 0) = 0 y ¯q,u(1, . . . , 1) = 1
para cada u ∈ Up.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 5.166.
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Proposicio´n 5.192 La q–estabilidad en poder parcial implica la q–estabilidad en poder y
media y el ı´ndice de estabilidad en poder y media para cada u ∈ Up y cada x ∈ [0, 1]p es
¯q,u(x) = µ(¯q,ux ) =
n!∑
s=0
s
n!
· Pu,x
(
¯q,ux =
s
n!
)
.
Demostracio´n. Ya que, por ser R parcialmente estable en poder,
¯q,u(x) = l´ım
k→∞
q,u(x, k) = l´ım
k→∞
µ(q,u,kx ) = µ
(
l´ım
k→∞
q,u,kx
)
= µ(¯q,ux ) =
n!∑
s=0
s
n!
· Pu,x
(
¯q,ux =
s
n!
)
para cada u ∈ Up y cada x ∈ [0, 1]p.
Proposicio´n 5.193 La q–estabilidad en poder implica la q–estabilidad en poder y media.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 5.126 y 5.192.
Proposicio´n 5.194 Los sistemas ordinales asinto´ticos son estables en poder y media y el
ı´ndice de estabilidad en poder y media es
¯q(x) =
n!∑
s=0
s
n!
· Px
(
φ1 (q; c¯h1 , . . . , c¯hn) =
s
n!
)
,
donde h0 es el orden del voto x entre los votos del vector (x/w).
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 5.132 y 5.192.
Proposicio´n 5.195 Los sistemas de cuotas son estables en poder y media y el ı´ndice de
estabilidad en poder y media es
¯q(x) =
n!∑
s=0
s
n!
· Pu,x
(
φ1 (q; x1, . . . , xn) =
s
n!
)
.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 5.133 y 5.192.
Proposicio´n 5.196 Los sistemas de divisores t–asinto´ticos son estables en poder y media y
el ı´ndice de estabilidad en poder y media es
¯q(x) =
n!∑
s=0
s
n!
·Pu,x
(
φ1
(
q; x
1/t
x
1/t+w
1/t
1 +...+w
1/t
n−1
,
w
1/t
1
x
1/t+w
1/t
1 +...+w
1/t
n−1
, . . . ,
w
1/t
n−1
x
1/t+w
1/t
1 +...+w
1/t
n−1
)
=
s
n!
)
.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 5.134 y 5.192.
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Proposicio´n 5.197 La extensio´n media de un sistema electoral q–estable en poder y media
es q–estable en poder y media y el ı´ndice de estabilidad en poder y media es
¯ˆq,u(x) = ¯q,u+(xˆ∗)
para cada u ∈ Uzp y cada x ∈ [0, 1]zp.
Demostracio´n. Ya que, por 5.174 y ser R estable en poder y media,
¯ˆq,u(x) = l´ım
k→∞
ˆq,u(x, k) = l´ım
k→∞
q,u+(xˆ∗, k) = ¯q,u+(xˆ∗)
para cada q ∈ [0, 1), cada u ∈ Uzp y cada x ∈ [0, 1]zp.
Corolario 5.198 Los sistemas electorales medios de sistemas electorales simples q–estables en
poder y media son q–estables en poder y media y el ı´ndice de estabilidad en poder y media es
¯ˆu(x) = ¯(xˆ)
para cada u ∈ Up y cada x ∈ [0, 1]p.
Proposicio´n 5.199 Los sistemas ordinales medios asinto´ticos son estables en poder y media
y el ı´ndice de estabilidad en poder y media es
¯ˆq,u(x) =
n!∑
s=0
s
n!
· Pxˆ
(
φ1(q; c¯h0 , q; c¯h1 , . . . , c¯hn) =
s
n!
)
,
donde h0 es el orden del voto xˆ entre los votos del vector (xˆ/wˆ).
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 5.194 y 5.198.
Proposicio´n 5.200 Los sistemas de cuotas medios son estables en poder y media y el ı´ndice
de estabilidad en poder y media es
¯q,u(x) =
n!∑
s=0
s
n!
· Pxˆ
(
φ1 (q; xˆ, wˆ1, . . . , wˆn−1) =
s
n!
)
.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 5.195 y 5.198.
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Proposicio´n 5.201 Los sistemas de divisores medios t–asinto´ticos son estables en poder y
media y el ı´ndice de estabilidad en poder y media es
¯ˆq,u(x) =
n!∑
s=0
s
n!
·Pxˆ
(
φ1
(
q; xˆ
1/t
xˆ
1/t+wˆ
1/t
1 +...+wˆ
1/t
n−1
,
wˆ
1/t
1
xˆ
1/t+wˆ
1/t
1 +...+w
1/t
n−1
, . . . ,
wˆ
1/t
n−1
xˆ
1/t+wˆ
1/t
1 +...+wˆ
1/t
n−1
)
=
s
n!
)
.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 5.196 y 5.198.
Proposicio´n 5.202 Los sistemas ordinales suma asinto´ticos respecto de uno simple estable
son estables en poder y media y el ı´ndice de estabilidad en poder y media es
(¯+)q,u(x) =
n!∑
s=0
s
n!
· Pu,x
(
φ1
(
q;
p∑
j=1
r¯0j (u) c¯
j
hj0
,
p∑
j=1
r¯0j (u) c¯
j
hj1
, . . . ,
p∑
j=1
r¯0j (u) c¯
j
hjn−1
)
=
s
n!
)
,
si xj es el h
j
0–e´simo voto de (xj/w
j) para cada j ∈ P .
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 5.141 y 5.192.
Proposicio´n 5.203 Los sistemas de cuotas suma respecto de uno simple estable son estables
en poder y media y el ı´ndice de estabilidad en poder y media es
(¯+)q,u(x) =
n!∑
s=0
s
n!
· Pu,x
(
φ1
(
q;
p∑
j=1
r¯0j (u)xj,
p∑
j=1
r¯0j (u)w
j
1, . . . ,
p∑
j=1
r¯0j (u)w
j
n−1
)
=
s
n!
)
.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 5.142 y 5.192.
Proposicio´n 5.204 Los sistemas de divisores suma t–asinto´ticos respecto de uno simple es-
table son estables en poder y media y el ı´ndice de estabilidad en poder y media es
(¯+)q,u(x) =
n!∑
s=0
s
n!
· Pu,x
(
φ1
(
q;
p∑
j=1
r¯0j (u) · x
1/t
j
x
1/t
j +w
j
1
1/t
+...+wjn−1
1/t
,
p∑
j=1
r¯0j (u) · w
j
1
1/t
x
1/t
j +w
j
1
1/t
+...+wjn−1
1/t
, . . . ,
p∑
j=1
r¯0j (u) · w
j
n−1
1/t
x
1/t
j +w
j
1
1/t
+...+wjn−1
1/t
)
=
s
n!
)
.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 5.143 y 5.192.
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5.8.1 Mayor´ıa, proporcionalidad e igualdad en poder y media
Definicio´n 5.205 Diremos que un sistema electoral R es q–mayoritario en poder y media
si y, so´lo si, para cada u ∈ Up y cada x ∈ [0, 1]p
¯q,u(x) =
V (wˆ ∈ Wn−1(xˆ) : qxˆ(wˆ) = 1)√
n− 1
(n− 2)! (1− xˆ)
n−2
.
Y diremos que es mayoritario en poder y media si,y so´lo si, es q–mayoritario en poder y
media para cada q ∈ [0, 1).
Proposicio´n 5.206 Un sistema electoral R es q–mayoritario en poder y media si y, so´lo si,
para cada u ∈ Up y cada x ∈ [0, 1]p
¯q,u(x) =
V (wˆ ∈ Wn−1(xˆ) : r¯1(xˆ/wˆ) > q y r¯2(xˆ/wˆ) + . . .+ r¯n(xˆ/wˆ) ≤ q) = 1)√
n− 1
(n− 2)! (1− xˆ)
n−2
.
Demostracio´n. En primer lugar,
q,uxˆ (wˆ) = 1
si, y so´lo si,
ρq,u1 (xˆ/wˆ) = 1
que equivale a que el jugador 1 sea dictador. Esto significa que, por una parte, el jugador 1
debe ser pivote en las permutaciones en las que aparece en primer lugar, lo que implica que
r¯1(xˆ/wˆ) > q .
Y, por otra parte, como en las que aparece en u´ltimo lugar ninguno de los otros jugadores
puede ser pivote previamente, debe verificarse que
r¯2(xˆ/wˆ) + . . .+ r¯n(xˆ/wˆ) ≤ q .
Finalmente, es obvio que si
r¯1(xˆ/wˆ) > q y r¯2(xˆ/wˆ) + . . .+ r¯n(xˆ/wˆ) ≤ q
entonces el jugador 1 es pivote en todas las permutaciones.
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Definicio´n 5.207 Diremos que un sistema electoral R es q–proporcional en poder y media
si y, so´lo si, para cada u ∈ Up y cada x ∈ [0, 1]p
¯q,u(x) = φ1 (q; xˆ, wˆ1, . . . , wˆn−1) .
Y diremos que es proporcional en poder y media si,y so´lo si, es q–proporcional en poder
y media para cada q ∈ [0, 1).
Definicio´n 5.208 Diremos que un sistema electoral R es q–igualitario en poder y media
si y, so´lo si, para cada u ∈ Up y cada x ∈ [0, 1]p
¯q,u(x) =
1
n
.
Y diremos que es igualitario en poder y media si,y so´lo si, es q–igualitario en poder y
media para cada q ∈ [0, 1).
Proposicio´n 5.209 (a) La q–mayor´ıa en poder parcial implica la q–mayor´ıa en poder y media.
(b) La q–proporcionalidad en poder parcial implica la q–proporcionalidad en poder y media.
(c) La q–igualdad en poder parcial implica la q–igualdad en poder y media.
Demostracio´n. (a) Puesto que, por 5.192 y ser R q–mayoritario en poder,
¯q,u(x) = µ(¯q,ux ) =
V (wˆ ∈ Wn−1(xˆ) : q,ux (wˆ) = 1)√
n− 1
(n− 2)! (1− xˆ)
n−2
para cada u ∈ Up y cada x ∈ [0, 1]p.
(b) Dado que, por 5.192 y ser R q–proporcional en poder,
¯q,u(x) = µ(¯q,ux ) = µ (φ1(q; xˆ, wˆ1, . . . , wn−1))
para cada u ∈ Up y cada x ∈ [0, 1]p.
(c) Puesto que, por 5.192 y ser R q–igualitario en poder,
¯q,u(x) = µ(¯q,ux ) = µ
(
1
n
)
=
1
n
para cada u ∈ Up y cada x ∈ [0, 1]p.
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Proposicio´n 5.210 (a) La q–mayor´ıa en poder implica la q–mayor´ıa en poder y media.
(b) La q–proporcionalidad en poder implica la q–proporcionalidad en poder y media.
(c) La q–igualdad en poder implica la q–igualdad en poder y media.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 5.150 y 5.209
Proposicio´n 5.211 (a) Los sistemas ordinales asinto´ticos de ma´xima dispersio´n y mı´nima
dispersio´n son mayoritarios en poder y media e igualitarios en poder y media casi por todo
q ∈ [0, 1), respectivamente.
(b) Los sistemas de cuotas son proporcionales en poder y media casi por todo q ∈ [0, 1).
(c) Los sistemas de divisores 0–asinto´ticos, 1–asinto´ticos y +∞–asinto´ticos son mayoritarios
en poder y media, proporcionales en poder y media e igualitarios en poder y media casi por
todo q ∈ [0, 1), respectivamente.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 5.154 y 5.209.
Corolario 5.212 (a) Los sistemas mayoritario e igualitario puros son mayoritario en poder y
media e igualitario en poder y media casi por todo q ∈ [0, 1), respectivamente.
(b) El sistema de los mayores restos es proporcional en poder y media casi por todo q ∈ [0, 1).
(c) Los sistemas de divisores lineales –y, en particular, el de Hondt– son proporcionales en
poder y media casi por todo q ∈ [0, 1).
Proposicio´n 5.213 (a) La extensio´n media de un sistema electoral q–mayoritario en poder y
media es q–mayoritaria en poder y media.
(b) La extensio´n media de un sistema electoral q–proporcional en poder y media es q–proporcional
en poder y media.
(c) La extensio´n media de un sistema electoral q–igualitario en poder y media es q–igualitaria
en poder y media.
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Demostracio´n. (a) Puesto que, por 1.72 y 5.197 y ser R q–mayoritario en poder y media,
¯ˆq,u(x) = ¯q,u+(xˆ∗) =
V (u+ · wˆ∗ ∈ Wn−1(u+ · xˆ∗) : ρq1(u+ · xˆ∗/u+ · wˆ∗) = 1)√
n− 1
(n− 2)! (1− u+ · xˆ
∗)n−2
=
V (wˆ ∈ Wn−1(xˆ) : ρq1(xˆ/wˆ) = 1)√
n− 1
(n− 2)! (1− xˆ)
n−2
para cada u ∈ Uzp y cada x ∈ [0, 1]zp.
(b) Dado que, por 1.72 y 5.197 y ser R q–proporcional en poder y media,
¯ˆq,u(x) = ¯q,u+(xˆ∗) = φ1(q; u+ · xˆ∗, u+ · wˆ∗1, . . . , u+ · wˆn−1) = φ1(q; xˆ, wˆ1, . . . , wˆn−1)
para cada u ∈ Uzp y cada x ∈ [0, 1]zp.
(c) Ya que, por 5.197 y ser R q–igualitario en poder y media,
¯ˆq,u(x) = ¯q,u+(xˆ∗) =
1
n
para cada u ∈ Uzp y cada x ∈ [0, 1]zp.
Corolario 5.214 (a) Los sistemas electorales medios de sistemas simples q–mayoritarios en
poder y media son q–mayoritarios en poder y media.
(b) Los sistemas electorales medios de sistemas simples q–proporcionales en poder y media son
q–proporcionales en poder y media.
(c) Los sistemas electorales medios de sistemas simples q–igualitarios en poder y media son
q–igualitarios en poder y media.
Proposicio´n 5.215 (a) Los sistemas ordinales medios asinto´ticos de ma´xima dispersio´n y
mı´nima dispersio´n son mayoritarios en poder y media e igualitarios en poder y media casi por
todo q ∈ [0, 1), respectivamente.
(b) Los sistemas de cuotas medios son proporcionales en poder y media casi por todo q ∈ [0, 1).
(c) Los sistemas de divisores medios 0–asinto´ticos, 1–asinto´ticos y +∞–asinto´ticos son mayo-
ritarios en poder y media, proporcionales en poder y media e igualitarios en poder y media
casi por todo q ∈ [0, 1), respectivamente.
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Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 5.211 y 5.214.
Corolario 5.216 (a) Los sistemas mayoritario e igualitario puros medios son mayoritario en
poder y media e igualitario en poder y media casi por todo q ∈ [0, 1), respectivamente.
(b) El sistema de los mayores restos medio es proporcional en poder y media casi por todo
q ∈ [0, 1).
(c) Los sistemas de divisores lineales medios –y, en particular, el de Hondt medio– son propor-
cionales en poder y media casi por todo q ∈ [0, 1).
Proposicio´n 5.217 (a) Los sistemas ordinales suma asinto´ticos de mı´nima dispersio´n respecto
de uno simple estable son igualitarios en poder y media casi por todo q ∈ [0, 1).
(b) Los sistemas de cuotas suma respecto de uno simple proporcional son proporcionales en
poder y media casi por todo q ∈ [0, 1).
(c) Los sistemas de divisores suma 1–asinto´ticos y ∞–asinto´ticos respecto de uno simple pro-
porcional y uno simple estable son proporcionales en poder y media e igualitarios en poder y
media casi por todo q ∈ [0, 1), respectivamente.
Demostracio´n. Consecuencia inmediata de 5.160 y 5.209.
Corolario 5.218 (a) El sistema igualitario puro suma respecto de uno simple estable es igua-
litario en poder y media casi por todo q ∈ [0, 1).
(b) El sistema de los mayores restos suma respecto de uno simple proporcional es proporcional
en poder y media casi por todo q ∈ [0, 1).
(c) Los sistemas de divisores lineales suma –y, en particular, el de Hondt suma– respecto de
uno simple proporcional son proporcionales en poder y media casi por todo q ∈ [0, 1).
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Conclusiones
La creciente complejidad de las sociedades modernas ha tra´ıdo consigo que dichas sociedades
se hayan tenido que dotar de formas de decisio´n y representacio´n diversas. Ello ha provocado
el nacimiento de la Teor´ıa de la Eleccio´n Social, el ana´lisis formal de los sistemas electorales y
la aparicio´n de la Teor´ıa de Juegos. Es por ello que las disciplinas anteriores presentan diversos
puntos de contacto entre ellas.
Han sido precisamente los sistemas electorales y su relacio´n con la Teor´ıa de Juegos los temas
aqu´ı tratados. De hecho, el estudio de los sistemas electorales hab´ıa sido abordado ya con
anterioridad desde perspectivas diferentes, que iban desde el simple ana´lisis descriptivo de casos
pra´cticos hasta el de su estudio formal, basado en el me´todo axioma´tico. Y es concretamente
en el marco de esta u´ltima situacio´n, con el apoyo de la Teor´ıa de Probabilidades, donde se
situ´a el presente trabajo, que nace con la voluntad de an˜adir un grano ma´s de arena en tal
sentido.
En este punto, cabe recordar que nos hab´ıamos planteado una serie de objetivos a los que
pretend´ıamos dar respuesta. Debemos analizar, por tanto, cua´les han sido dichas respuestas
en cada caso, que´ problemas no han sido resueltos todav´ıa parcial o totalmente y que´ posibles
soluciones o alternativas prevemos que puede haber en este u´ltimo caso. Asimismo, puesto que
del ana´lisis de nuevos conceptos se suele derivar el nacimiento de otros, habra´ que ver cua´les son
e´stos y que´ posibles l´ıneas puede haber a la hora de abordarlos. Comentamos a continuacio´n
todas las cuestiones anteriores.
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El primer cap´ıtulo se ocupa del ana´lisis global de los sistemas electorales. Empezamos con su
definicio´n y la consideracio´n de su caso particular ma´s notable, el de los sistemas electorales
simples, al que corresponden los ejemplos ma´s importantes: los ordinales, de cuotas y de diviso-
res. Continuamos despue´s con la introduccio´n de dos operaciones, la extensio´n media y la suma
que, aplicadas a los sistemas electorales simples, dan lugar a los sistemas electorales medios
y suma respectivamente y que, en particular, permiten generalizar los ejemplos anteriores de
dos formas distintas. Y continuamos con el concepto de sistema electoral inducido, obtenido
cuando se restringe el nu´mero de candidaturas, y analizamos su relacio´n con la extensio´n media
y la suma.
Finalizamos el primer cap´ıtulo con el estudio de las propiedades de superaditividad, monoton´ıa,
crecimiento y estabilidad, que incluye las de mayor´ıa, proporcionalidad e igualdad. Caben
destacar los resultados obtenidos para los diferentes ejemplos considerados, especialmente los
referentes a la estabilidad y, en particular, la mayor´ıa, proporcionalidad e igualdad. Asimismo,
se analiza tambie´n el comportamiento e todas ellas respecto de la extensio´n media, la suma y
la induccio´n, que permite la generalizacio´n de los resultados de los ejemplos anteriores a los
casos medios y suma introducidos.
En el segundo cap´ıtulo estudiamos los sistemas electorales desde la perspectiva individual
de una candidatura arbitraria en funcio´n de sus votos en cada una de las circunscripciones.
Obtenemos as´ı el concepto de expectativas electorales en un sistema electoral, destacando al
respecto la equivalencia casi segura entre los sistemas electorales y la familia de expectativas
electorales correspondiente. Asimismo, analizamos su relacio´n con la extensio´n media, la suma
y la induccio´n. Y es especialmente interesante el estudio del recorrido de las expectativas
electorales, en el que destacan los resultados correspondientes a los diferentes ejemplos ba´sicos
considerados.
Finalmente, terminamos el cap´ıtulo con las propiedades de crecimiento y estabilidad parcial,
que incluye las de mayor´ıa, proporcionalidad e igualdad parcial. En este sentido, destaca la
equivalencia casi segura tambie´n de los conceptos de crecimiento, estabilidad, mayor´ıa, propor-
cionalidad e igualdad definidos en el cap´ıtulo anterior y los correspondientes conceptos parciales
introducidos. Tambie´n prestamos especial atencio´n a los ejemplos ba´sicos y a su relacio´n con
la extensio´n media, la suma y la induccio´n que, como consecuencia, permiten el ana´lisis de las
diversas generalizaciones consideradas para dichos ejemplos.
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El tercer cap´ıtulo lo dedicamos a la nocio´n de expectativa electoral media, definida a fin de
poder evaluar cuantitativamente si un sistema electoral es beneficioso o perjudicial para unos
vectores de votos dados de una candidatura cualquiera. En particular, analizamos su compor-
tamiento respecto de la extensio´n media y la suma, destacando en este sentido el hecho de que
la expectativa electoral media de la suma es igual a la suma de cada una de las expectativas
electorales medias.
Terminamos el cap´ıtulo con el ana´lisis de las propiedades de crecimiento y estabilidad en media
y, en particular, las de mayor´ıa, proporcionalidad e igualdad en media. Y se establece su relacio´n
con las de crecimiento y estabilidad definidas en el primer cap´ıtulo, as´ı como con las diferentes
operaciones introducidas.
El cap´ıtulo cuarto, por su parte, se dedica a la introduccio´n de tres cuestiones sobre juegos de
mayor´ıa ponderada que son utilizadas posteriormente: una representacio´n alternativa de dichos
juegos basada en la consideracio´n de cuotas estrictas, la introduccio´n de una nueva operacio´n
entre ellos –la suma– y el ana´lisis de su convergencia, esta u´ltima presentada y analizada desde
el punto de vista ma´s general de los juegos cooperativos.
Finalmente, en el quinto y u´ltimo cap´ıtulo presentamos los sistemas de poder como aplicaciones
asociadas a los sistemas electorales, consistentes en la consideracio´n del ı´ndice de poder de
Skapley–Shubik en lugar de los representantes directamente y establecemos su relacio´n con la
extensio´n media y la suma. Ello nos permite relacionar los sistemas electorales con la Teor´ıa
de Juegos y analizarlos desde el punto de vista de e´sta. Seguimos entonces con la definicio´n
y el estudio de las propiedades de superaditividad, monoton´ıa y estabilidad en poder y los
casos particulares de mayor´ıa, proporcionalidad e igualdad en poder de esta u´ltima, todas ellas
referidas al ı´ndice de poder de Shapley–Shubik.
A continuacio´n, y de forma ana´loga al concepto de expectativa electoral de un sistema electoral,
introducimos el de expectativa de poder de un sistema de poder y estudiamos la propiedad de
estabilidad parcial en poder y, de nuevo, los casos de mayor´ıa, proporcionalidad e igualdad en
poder parciales.
Finalmente, introducimos la nocio´n de expectativa de poder media tomando nuevamente la
esperanza matema´tica de las expectativas de poder y terminamos con las propiedades de esta-
bilidad en poder y media y, de nuevo, con los casos particulares de mayor´ıa, proporcionalidad
e igualdad en poder y media.
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Como resumen de todo lo expuesto en el presente trabajo, queremos terminar sintetizando en
los puntos siguientes las principales conclusiones que de e´l se han derivado.
(a) El estudio de los sistemas electorales salvo conjuntos de probabilidad cero facilita su
formalizacio´n y tratamiento.
(b) La imposibilidad de la proporcionalidad para valores dados del nu´mero de representantes
a elegir sugiere su definicio´n en base a la convergencia de aque´llos.
(c) La expectativa electoral media proporciona una forma de evaluar si un sistema electoral
beneficia o perjudica a unos votos dados de una candidatura cualquiera.
(d) La introduccio´n de la extensio´n media y la suma permite extender al caso de varias
circunscripciones los ejemplos conocidos para una u´nica circunscripcio´n.
(e) La consideracio´n del ı´ndice de poder de Shapley–Shubik en lugar de los representantes de
cada candidatura permite abordar el estudio de los sistemas electorales desde la perspec-
tiva de la Teor´ıa de Juegos.
(f) Se han desarrollado te´cnicas de ca´lculo para diversos conceptos, que se han podido aplicar
a los ejemplos ma´s conocidos.
Dado que siempre quedan v´ıas abiertas y v´ıas por abrir, finalizaremos citando algunas de las
que podr´ıan seguirse directamente de las aqu´ı expuestas.
La introduccio´n de nuevas operaciones entre sistemas electorales diferentes de la extensio´n
media y la suma, o bien la generalizacio´n de e´stas.
La consideracio´n de otros tipos de convergencia entre vectores aleatorios distintas de la
casi segura.
El estudio de los ejemplos ba´sicos con otras probabilidades que no sean la uniforme,
as´ı como el ana´lisis de otros ejemplos nuevos.
El ca´lculo de la expectativa electoral media para los ejemplos ma´s importantes y el
consiguiente ana´lisis de sus propiedades en cada uno de ellos.
El tratamiento segu´n la Teor´ıa de Juegos con otros ı´ndices distintos del ı´ndice de poder
de Shapley–Shubik, tales como el de Banzhaf–Coleman o los semivalores.
El ana´lisis de situaciones ma´s generales, tales como elecciones indirectas, con ma´s de una
vuelta o con varios grados de conjuntos de circunscripciones.
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